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Mathematical model for the cleaning 
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Biological removal of industrial waste discharges from 
wastewater remains a burning problem. A mathematical 
model is offered for the process of cleaning fat-containing 
wastewater emitted by refrigerating enterprises using 
the ozonation technology. The results of maximum 
ozone concentration in water solutions are presented 
for the temperatures from 20 to –7 оС. Correlations have 
been produced to measure grease content in a solution 
taking into account ozone concentration in any spot of 
the solution and at any instant of time.
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флоры и  фауны в  водоемах. Кроме того, оставшийся 
в воде жир обволакивает хлопья активного ила и био-
пленки, что препятствует нормальному кислородному 
обмену [1].

Для окисления жиров, поступающих со сточными 
водами на  аэрационные сооружения биологической 
очистки, требуются миллионы кубометров воздуха.

При  очистке сточных вод применяют хлорирова-
ние, пневмофлотацию, вакуумную флотацию, электро-
флотацию, эжекторную и ионные флотации и др.

С  понижением температуры сточных вод эффек-
тивность их очистки снижается, отсюда увеличивается 
продолжительность обработки. Например, при эффек-
тивном способе очистки сточных вод пищевых пред-
приятий с  помощью электрофлотации, рациональной 
областью температур является диапазон от 20 до 40 ºС. 
Более низкая температура приводит к увеличению дли-
тельности их обработки в два и более раза.

Одним из  наиболее эффективных способов очис-
тки жиросодержащих вод является озонирование, вы-
зывающее реакционно-окислительные процессы. При-
менение озонной технологии позволяет организовать 
окислительное распределение органических загряз-
нений сточных вод и, за счет действия на микробную 
фазу стоков, вызывает их бактерицидную обработку.

Характеристики насыщенных озоно-водных рас-
творов, полученные авторами для различных темпера-
тур жидкости, показаны на рис. 1, 2.

Как  видно из  рис. 1, практически через 15 мин 
обеспечивается максимальное насыщение озоном жид-
кости, с  концентрацией озона от  2,5 г / м3 до  70 г / м3 

при температуре жидкости 20 ºС.
В жиросодержащих сточных водах содержатся так-

же нейтральные соли, образующие солевые растворы 
NaCl, MgCl2 и др., понижающие температуру их замер-
зания. С  понижением температуры водных растворов 
до  –7  ºС удается получить максимальную концентра-
цию озона в жидкости до 60 г / м3 (рис. 2).
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Одной из  существующих проблем на  холодиль-
ных предприятиях (хладокомбинатах, фабриках мо-
роженого, производственных и  распределительных 
холодильниках, рыбокомбинатах и  др.) является био-
логическая очистка сточных вод. Засоряющие стенки 
каналов и трубопроводов сточные воды, препятствуют 
их транспортировке и усложняют механическую очис-
тку. Жир засоряет городскую канализацию и подавляет 
биологические процессы в аэростенках и биофильтрах. 
Попадая в водоемы, жир образует поверхностную тон-
кую пленку, препятствующую растворению в воде кис-
лорода, что в конечном итоге приводит к отравлению 
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Ниже рассматривается математическая модель 
процесса очистки жиросодержащих сточных вод име-
ющих место на холодильных предприятиях.

Учет процесса массопереноса приводит к следую-
щей модели фильтрации жиросодержащих сточных вод 
с учетом концентрации озона в холодильных системах 
представим в виде
		

2

2a          ,C C C
t x x

¶ ¶ ¶+ =
¶ ¶ ¶

� (1)

где C  — концентрация жировой массы в  общем по-
токе;

U — скорость изменения концентрации;
ν — коэффициент диффузии;
α  — коэффициент, характеризующий концентра-

цию озона в растворе;

t — время.
Зададим начальное условие, считая, что в началь-

ный момент времени фильтр чист:
		  при t = 0, C(x, 0) = 0.� (2)

На  входе в  фильтр предполагаем, что  выполнено 
условие:
		  при х = 0, С(0, t) = С0.� (3)

Это следует из того, что поток слива загрязненной 
жидкости имеет постоянную концентрацию С0. На вы-
ходе из фильтра жидкость вытекает с той же концент-
рацией, поэтому можно принять

		  при х = l, 0.c
x

¶ =
¶

	 (4)

Математическая модель (1)–(4) описывает процесс 
фильтрации жиросодержащей среды с учетом концент-
рации озона в растворе.

Приведем задачу к безразмерному виду, введя сле-
дующие величины:

		  ,x l x= Ч  0 ,t t t= Ч  0 ,c c c= Ч  � (5)

в  которых параметры , ,x t c  назовем приведенными 
величинами.

С  учетом соотношений (5) задачу (1)–(4) можно 
представить в виде

		
2

0 0
2 2

a ,U
t l x l x¶ ¶ ¶

� (6)

при  этом начальные и  граничные условия соответс-
твенно примут вид
		  при t = 0, ( , 0) 0c x = ;�

		  при  0, (0, ) 0x c t= = ;� (7)

		  при  1, 0.cx
x

¶= =
¶

�

Будем считать величины l и t0 в качестве характер-
ных. Тогда отношение l / t0 имеет смысл характерной 
скорости потока. Обозначим величину Ut0 / l = ε. Оче-
видно, что εå 1 , тогда можно считать ε «малым» пара-
метром.

Для  удобства записи в  дальнейшем не  будем пи-
сать черточку над всеми величинами, а так же введем 

обозначение 0
2

a
g            .vt

l
=

Тогда задача (6)–(7) запишется 
как 

2

2e          g        ,C C
t x x

¶ ¶ ¶
¶ ¶ ¶

� (8)

		  при t = 0, ( , 0) 0c x = 	

		  при x = 0, (0, ) 1c t = 		  (9)

		  при x = 1, 0.c
x

¶ =
¶

	

Решение задачи (8)–(9) представим в  виде регу-
лярного асимптотического ряда [2]:

		  0
ennn

C C
Ґ

=
= Че 	 (10)

Рис. 2. Характеристики насыщенных  
озоно-водных растворов при температурах:

1 — t = 0 оС; CO3 = 40 г / м3; 2 — t = 0 оС; CO3 = 60 г / м3;  
3 — t = –3,5 оС;CO3 = 40 г / м3; 4 — t = –3,5 оС; CO3 = 60 г / м3;  

5 — t = –7 оС; CO3 = 40 г / м3; 6 — t = –7 оС; CO3 = 60 г / м3

Рис. 1. Озоно-водные растворы с различной концентрацией 
CO3 при температуре воды 20 оС  

в зависимости от продолжительности обработки:
1 — 2,5 г / м3; 2 — 10 г / м3; 3 — 30 г / м3;  
4 — 30 г / м3; 5 — 60 г / м3; 6 — 70 г / м3
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Подставим уравнение (10) в  соотношения (8) 
или (9), тогда для нахождения коэффициентов Сn необ-
ходимо решить следующие задачи:
		

2
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¶ ¶
=

¶ ¶
	 (11)

	 0
0 0

1

(0, ) 0, 0, ( , 0) 0;
x
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x
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Для определения коэффициента С0 получено одно-
родное дифференциальное уравнение (11) с нулевыми 
начальными и граничными условиями (12). Остальные 
коэффициенты Сn определяются из  решения задачи 
(13)–(14), которая представляет собой неоднородное 
дифференциальное уравнение (13) также с  нулевыми 
начальными и граничными условиями (14).

Первую задачу будем решать с помощью преобразо-
вания Лапласа, которое в данном случае имеет вид [1]
		

0 00
( , ) ( , )d ,ptC x p e C x t t

Ґ = Чт � (15)

здесь черта сверху означает образ функции С0 (х, t).
Подставив (15) в соотношениях (11) и (12), полу-

чим следующую задачу:

		  "
0 0;g
pC C� =  � (16)

		
0

1

1(0, ) ; 0,
x

cC p
p x =

¶= =
¶

� (17)

здесь и далее "
0c означает вторую производную по х.

Для отыскания функции 0 ( , )c x t  получили обыкно-
венное дифференциальное уравнение второго порядка 
(16) с граничными условиями (17).

В  результате решения задачи (16)–(17) получаем 
выражение для образа 0 ( , )C x p  в виде [3]:

		  ( )
( )0

ch g  ( 1)1( , ) .
ch g

C x p
p p

Ч �
= �  (18)

Для  нахождения последующих приближений 
(n ≥ 1), необходимо решить задачу (13)–(14). Схема по-
лучения решения аналогична схеме получения нулево-
го решения.

Действительно, для  произвольного n-го прибли-
жения (n ≥ 1) воспользуемся также преобразованием 
Лапласа в форме (15). В этом случае для образа ( , )nc x t  
получаем следующую задачу

		
" '

1;gn n n
pC C C �� = � (19)

		  '(0, ) 0; (1, ) 0.n nC p C p= = 	 (20)

Решая уравнение (19) методом вариации производ-
ных постоянных и удовлетворяя граничным условиям 
(20), получаем рекуррентное соотношение для опреде-
ления образа nc
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x)  xsh ch (1
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где k — корень характеристического уравнения, соответс-
твующего однородного дифференциального уравнения.

Выражение (21) можно рассматривать как  рекур-
рентный процесс получения образа ( , )nC x p , а  затем 
и оригинала ( , )nc x t .

Очень часто при инженерных расчетах процессов 
фильтрации достаточно ограничиться первым прибли-
жением. В  этом случае правую часть уравнения (19) 
можно заменить выражением:

		
'
0

sh ( 1)( , ) .
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k k xC x p
p k

=  Ч � (22)

Тогда, с учетом (22) соотношение (21) примет вид
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С  помощью таблиц обратных преобразований 
Лапласа найдем выражения для  оригиналов функций 
С0 и С1 по их образам 0 ( , )C x p  и  1 ( , )C x p , которые пред-
ставлены соответственно соотношениями (18) и  (23). 
Оригиналы запишем в размерной форме

	 0 0 0 1 0 1( , ) ( , ); ( , ) ( , );C x t C f x t C x t C f x t= Ч = Ч � (24)

Здесь
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где функции φ11 (x, t), φ12 (x, t) и φ13 (x, t) после некото-
рых упрощений примут вид
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где
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d
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Соотношения (24)–(29) представляют решение ис-
ходной задачи (1)–(4).

Упростим полученное решение, ограничившись 
в разложении уравнения (10) двумя первыми членами. 
В результате будем иметь решение в форме

	 [ ]
0 1

0 0 1

3
0 0 11

( , ) ( , ) e    ( , )

( , ) e   ( , )
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С достаточной точностью для инженерных вычис-
лений в рядах функций f0 и f1 ограничимся двумя первы-
ми членами. Тогда для функций f0(x, t), φ11(x, t), φ12(x, t) 
получим следующие выражения

2

2
p2p

aa
4

0
4 p( ) 2 3p( )( , ) 1 cos cos ;
p             2 3 2

vtvt
l l

l l
��
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Для упрощения выражения для φ13, найдем и оце-
ним интегралы, содержащиеся в нем, а так же проведем 
некоторые преобразования. В  результате выражение 
для функции φ13 (x, t) примет вид
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где b1, b2, b3 определяются из соотношений
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Следовательно, окончательно для приближенных вы-
числений решение исходной задачи представляется в виде

	
3

0 0 11
( , ) ( , ) e        j     ,nn=

й щ= + е � (36)

где основные элементы решений определяются из со-
отношений (31)–(35).

Указанные соотношения позволяют определить 
концентрацию жировой массы с учетом коэффициента 
концентрации озона в растворе, причем в любой точке 
раствора и в любой момент времени.
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