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Тейдером  В.  А. [1] получено аналитическое реше‑
ние для бесконечной пластины, при граничных условиях 
третьего рода на лицевых поверхностях. При такой пос‑
тановке задачи холодильной обработки продукта, охлаж‑
даемого снегообразным диоксидом углерода, не учиты‑
вается кривизна поверхности продукта и теплопередача 
с торцевых плоскостей пластины.

В  данной работе задача теплопереноса решена 
для  полого эллиптического цилиндра с  учетом несим‑
метричности теплообмена на поверхностях.

Примем следующие допущения:
—  температура охлаждающей среды постоянна;
—  теплофизические характеристики продукта пос‑

тоянны в пределах одной фазы и меняются скачкообраз‑
но при фазовом переходе.

В  основу решения положена гипотеза о  наличии 
«температурного фронта», который распространяется 
от поверхностей к центральным слоям объекта с конеч‑
ной скоростью.

В  результате решения задачи необходимо опреде‑
лить продолжительность схождения слоев температур‑
ного фронта при холодильной обработке рыбы.

В  процессе холодильной обработки рыбы, осно‑
ванном на применении эффекта сублимации — пере‑
хода СО2 из твердой фазы в газообразную при темпе‑
ратуре –78 οС, возможно поверхностное подморажива‑
ние продукта с выделением скрытой теплоты фазового 
перехода. С одной стороны, если не учитывать эту теп‑
лоту, то расчетная продолжительность процесса может 
оказаться заниженной. С другой стороны, полный учет 
скрытой теплоты фазового перехода будет определять 
и продолжительность промораживания всей толщины 
рыбы. Поэтому решение задачи проведено по второму 
варианту с  дальнейшей корректировкой численного 
значения величины удельной теплоты фазового пере‑
хода, при  условии охлаждения рыбы после сублими‑
рования оптимального количества снегообразного ди‑
оксида углерода.
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При описании процессов холодильной обработки про‑
дуктов можно воспользоваться известными аналитически‑
ми решениями задач охлаждения тел канонических форм: 
неограниченной пластины [1], цилиндра и шара [2].

В  данной работе рассматривается задача о  холо‑
дильной обработке рыбы, форма которой, с геометричес‑
кой точки зрения, наиболее близка к полому эллиптичес‑
кому цилиндру. Технологический процесс охлаждения 
предусматривает теплоотвод как  от  внутренней, так 
и от наружной поверхности продукта. Для этого снего‑
образный СО2 с помощью генератора–дозатора подается 
в полость рыбы и наносится на ее поверхность.
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В качестве расчетной области возьмем однородный 
изотропный полый эллиптический цилиндр длины H  
(рис. 1).

В пространстве 3R  введем декартовую систему ко‑
ординат ( ), ,X Y Z . Ось Z совместим с  осью симметрии 
эллиптического цилиндра.

В принятой координации параметрические уравне‑
ния внутренней поверхности W  имеют вид

( ) , ( ) , , ;cos sinX a Y b Z Z 0 2# #j j j j j p= = =;

		  Z = Z; ( ) , ( ) , , ;cos sinX a Y b Z Z 0 2# #j j j j j p= = = ,�
(1)

где a, b — большая и малая полуоси эллипса в произволь‑
ном радиальном сечении 0 Z HЈ Ј , соответственно.

На поверхности приведения W  введем ортогональ‑
ную систему координат (x1, x2, z), координатные линии 

1 2const,  const, которой совпадают с линиями кри‑
визны W; координата z направлена по  нормали к  W , 
в направлении ее выпуклости (рис. 1).

Расстояние l  точки M ОW , от  меридиана 2 0x = , 
отсчитываемое по параллели

		  ( ) ( )
j

2 2

0

.l X t Y t dt= +ў ўт � (2)

Радиус кривизны в произвольном нормальном сече‑
нии (φ = const) поверхности в точке M ОW  расcчитыва‑
ется по формуле [3]

3
2 2 2

2 2
2 4 4

X Y
R a b

a b

ж ц
= +з чи ш .

Далее будем считать, что  расчетная область огра‑
ничена эквидистантными поверхностями 0, z z h= = .  
Теплопередача происходит в  стационарном режиме. 
На  плоскостях 1 10, x x H= =  выполняются условия 
теплоизоляции. Внутренние тепловые источники дисси‑
пативного характера отсутствуют.

С учетом сделанных допущений, в принятой систе‑
ме координат (x1, x2, z), уравнение стационарной одно‑
мерной задачи теплопроводности [4] в сечении x2 = const 
для оболочки в форме полого эллиптического цилиндра 
запишется в виде

		  ,dz
d

R
z

dz
dT1 0

2

l+ =`c j m � (3)

где λ  — приведенный коэффициент теплопроводности 
продукта, Вт / (м · оК).

Примем гипотезу о наличии «температурного фрон‑
та» [1]. В этой связи, введем условную изотермическую 

поверхность 1 2
h

z h= = , эквидистантную поверхности W   

(рис. 2), температура которой

		
1

Hz h
T T

=
= .� (4)

На внутренней поверхности 0z =  осуществляется 
теплообмен по закону Ньютона
		  ( ),dz

dT T Tcp

z

z

0

1 0 1l a= -
=

=c m � (5)

где α1 — коэффициент теплоотдачи от внутренней повер‑
хности, Вт / (м²·оК);

Тср1 — температура охлаждающей среды, ºК.
Приведенный коэффициент теплопроводности про‑

дукта λ, определяется экспериментально
		  λ = λохл  + 0,14λзам,� (6)

где λохл — коэффициент теплопроводности охлажденного 
продукта, Вт / (м · ºК);

λзам — коэффициент теплопроводности заморожен‑
ного продукта, Вт / (м·ºК).

Проинтегрировав уравнение (3), получим двухпара‑
метрическое семейство первообразных

( ) 2
2

2

ln ,
l

R zB
T z A R

R

ж ц+
= + Ч з чи ш

(7)

Подставим выражение (7) в граничное условие (5), 
получим
		  α1А – В = α1Тср1.� (8)

Из граничного условия (4) следует

1
2

2

ln 1 .
l H

hB
A T

R
R

ж ц
з чи ш

(9) 

Исключив из уравнений (7)–(9) параметры A  и  B ,  
получим стационарное распределение температуры 
в слое 10 z hЈ Ј  при x2 = const

Рис. 1. Внутренняя поверхность эллиптического цилиндра Рис. 2. Радиальное сечение эллиптического цилиндра
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и  распределение плотности теплового потока по  нор‑
мальной координате

(20) 

Тепловой поток через поверхность
	 { }1 2

2 0 , 0 , x H x L z hW = Ј Ј Ј Ј = :

(21) 

Количество тепла, отведенное от  поверхности 2W  
за время dτ

dQ a b h h q a b h h d( ) ( )2 1 2 1, , , , , ,= t . (22) 

Поскольку в  принятой модели теплопередачи 
не  учитывалось условие непрерывности теплового по‑
тока на границе 1z h= , то функция температуры теряет 
свойство гладкости, а поток терпит разрыв первого рода. 
В связи с этим, составим уравнения теплового баланса.

Количество тепла, выделившегося при охлаждении 
«внутреннего» слоя dz1 за промежуток времени dτ, будет 
равно

(23) 
p

 — 

площадь поверхности 1W ,
(24) 

а при охлаждении «внешнего» слоя 2dz

(25) 

 —

 площадь поверхности 
2W .

(26) 

Это тепло передается через ограничивающие повер‑
хности 1W  и  2W  эллиптического цилиндра. Общее коли‑
чество тепла, отведенного от тела, будет равно

1 2dQ dQ dQ+= , 1 2dQ dQ< . (27) 

Приравнивая правые части уравнений (15), (23) и (22), 
(25), а также разрешив их относительно dτ, получим

, (28) 

. (29) 

После интегрирования соотношений (28) и (29), по‑
лучаем

; (30) 

; (31) 

(10) 

Плотность теплового потока, по закону Фурье, равна

(11) 

После подстановки выражения (10) в (11), получаем 
распределение плотности теплового потока по толщине 
слоя 10 z hЈ Ј  в сечении:

. (12) 

Плотность теплового потока через внутреннюю по‑
верхность ( )0z =

(13) 

Тепловой поток через поверхность

, 

Здесь ( ( ) ( )L X Y d4
/

2 2

0

2

j j j= +

r

l#  — периметр эллипса.

( )
p/2

1 ср1
0

1

2

1

1

2

2 2

1
4 ( )

(j)

j.
(1 1

ln
a    (j)   l             (j)

, ,

j j

HH T Tq a b

R

R R

d

h

h

R
�= ґ

+
ґ

+
+ з чи ш

т

j)

(14) 

Тогда, количество тепла, отведенное от поверхности 
1W  за время dτ, будет равно

( ) ( )1 t.= (15) 

Для внешнего слоя, при x2 = const, имеем следую‑
щую краевую задачу:

(16) 

1
Hz h

T T
=

= ; (17) 

al . (18) 

Исключая из уравнений (16)–(18) константы, полу‑
чим стационарное распределение температуры в  нор‑
мальном сечении, при x2 = const:

(19) 
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Для момента встречи слоев, будет справедливо ра‑
венство

1 2z z h+ = . (32) 

После исключения из уравнений (30), (31) неизвест‑
ных 1z  и  2z , получим формулу для определения продол‑
жительности схождения слоев температурного фронта

, (33) 

где gф.  п  — удельная теплота, выделившаяся при  ох‑
лаждении рыбы диоксидом углерода, которая состоит 
из теплоты охлаждения и частичного подмораживания, 
Дж / кг.

Параметры ( )1 , ,q a b h , ( )2 1, , ,q a b h h , ( )1 ,S a b , ( )2 , ,S a b h   
в уравнении (33) вычисляются с использованием методов 
численного интегрирования по  формулам (14), (21), (24), 
(26) соответственно.

Сравнительный анализ расчета с  эксперименталь‑
ными данными [5] показал адекватность продолжитель‑
ности схождения слоев температурного фронта, при хо‑
лодильной обработки рыбы снегообразным СО2.
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