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Проблемы интенсификации производственных процессов и рационального использования сырья связаны с хо-
лодильной обработкой продуктов с целью сохранения их высоких биохимических показателей и снижения 
микробиологической порчи. Научное обоснование выбора способа и технических средств проведения процесса 
холодильной обработки определяет конечное товарное качество продуктов и эффективность работы предпри-
ятия в целом. Процесс охлаждения жидких сред относится к наименее изученной стадии обработки продукта 
холодом, а используемые для этой цели технические средства часто не отвечают современным требованием. 
В настоящее время перспективным направлением совершенствования техники и технологии охлаждения 
жидких сред является использование для охлаждения последних емкостей различной геометрии заполненных 
хладоносителем. Полученные результаты позволят оптимизировать процесс охлаждения жидких сред, сни-
зить затраты на энергию и оборудование. Проблема охлаждения жидкостной среды путем интродуцирова-
ния в данную среду коллектива замороженных шаров формулируется в рамках краевой задачи для уравнения 
теплопроводности. Решение данной задачи, полученное по методу осреднения, в области реальных значений 
параметров процесса по объекту исследования используется в качестве основы для численного эксперимента 
по моделированию протекания процесса охлаждения водной среды.
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Problems of intensification of production processes and the efficient use of raw materials related to the cold treatment 
products in order to preserve their high biochemical parameters and reducing microbiological spoilage. The scientific 
rationale for the choice of the method and technical means of the cold treatment process determines the final quality of 
commodity products and the efficiency of the enterprise as a whole. The process of cooling liquid media refers to the least 
explored stage of cold treatment of the product, and used for this purpose technical devices often do not meet modern 
requirements. Currently, promising direction of improving technology and cooling technology is the use of liquid media for 
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cooling the latter containers filled with different geometry coolant. The results will allow to optimize the process of cooling 
liquid environments, reduce energy and equipment costs. The problem of cooling the liquid medium by introducing into 
the medium band of frozen balls is formulated within the framework of a boundary value problem for the heat equation. 
The solution to this problem, obtained by the averaging method in the field of real values on the object of study of process 
parameters used as the basis for the numerical modeling of the process medium flow cooling the aqueous medium.
Keywords: liquid, cooling, heat transfer, ball, boundary value problem, the process efficiency.

Одной из важных проблем интенсификации произ-
водственных процессов и рационального использования 
сырья, в частности, в молочной промышленности явля-
ется охлаждение молока и молочных продуктов, что спо-
собствует сохранению его биологических свойств, пре-
дотвращает размножение микрофлоры в продукте. 
От того, насколько обоснован способ и технические сред-
ства проведения процесса охлаждения зависит товарное 
качество продукции и эффективность работы предпри-
ятия в целом. Вместе с тем до сих пор процесс охлажде-
ния сырого молока относится к наименее изученной ста-
дии обработки продукта холодом, а используемые для 
этой цели технические средства не в полной мере отве-
чают современным требованиям.

В настоящее время к одному из перспективных на-
правлений совершенствования техники и технологии 
переработки молочной продукции относится ее охлаж-
дение хладоносителем с интродуцированной в него си-
стемой замороженных до низких температур, наполнен-
ных жидкостью (хладоносителем) шаров. Данный техно-
логический способ, в принципе, используют в смежных 
отраслях промышленности, в частности, в металлур-
гии [1].

Результаты проведенных исследований выявили 
преимущества способа охлаждения водной среды с по-
мощью замороженных шаров перед другими: отмечена 
высокая интенсивность процесса, снижение энергозатрат. 
Применительно к технологии молочного производства 
использование предложенного способа позволит в целом 
повысить количественные и качественные показатели 
эффективности процесса обработки продукта. В то же 

время имеется острая потребность в дальнейших углу-
бленных исследованиях по этой важной научно-техни-
ческой проблеме.

Постановка задачи

Пусть в некотором рабочем объеме имеют жидкост-
ную систему, включающую жидкую и твердую фазы: 
жидкостную среду и коллектив замороженных шаров 
с хладоносителем. Предполагая, что группа шаров ста-
тистически равномерно распределена в жидкостной си-
стеме, в качестве модели процесса теплопередачи от жид-
костной среды к шарам выбирают изолированный шар 
радиусом R. К данному шару из прилегающей к нему 
области R ≤ r ≤ l подается теплота из жидкостной среды 
(рис. 1, 2), где r — радиальная координата, 2l — среднее 
расстояние между центрами шаров (рис. 2).

При этом, если Vш и V — суммарный объем шаров 
и жидкости в рабочем объеме, соответственно, а с — объ-
емная концентрация шаров в жидкостной системе, то, 
согласно принятой геометрической модели жидкостной 
системы «жидкостная среда + система шаров», половина 
расстояния l между двумя соседними шарами составит 
(рис. 3)

	 � (1)

Полагают, что подвод теплоты к шару радиусом R 
реализуется симметричным образом, и, кроме того, для 
выбранной расчетной модели, с удовлетворительной точ-
ностью выполнены все, обычно принимаемые при ана-
лизе процесса теплопереноса в сплошном теле, допуще-

Рис. 1. Схема расположения шаров в водяной рубашке Рис. 2. Схема к расчету процесса размораживания шара
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ния по физико-механическим свойствам изучаемого 
объекта [2–9].

Решение задачи

В качестве потока q теплоты в направлении оси r 
в принятой одномерной модели теплопереноса в сфери-
ческой системе отсчета принимают

	 � (2)

где Т — температура; λ — коэффициент теплопроводности.
Тогда в качестве исходного соотношения, описыва-

ющего кинетику распределения температуры в жидкост-
ной среде, выбирают, как обычно, отнесенное к сфери-
ческим координатам, с началом координат в центре шара, 
уравнение нестационарной теплопроводности [7] (рис. 1).

	 � (3)

где Т — температура; τ — время; r — радиальная коор-
дината; а — коэффициент температуропроводности,

	 а = λ/ сγ,� (4)

здесь с — удельная теплоемкость; γ — плотность шара.
За начальное условие, выбираемое как равномерное 

по объему жидкостной среды (воды), принимают

	 Т (r, 0) = Тс = const       (R < r < l).� (5)

Граничное условие на поверхности шара

	 Т (R, τ) = Тк      (0 < τ < ∞),� (6)

где Тк — криоскопическая температура воды (темпера-
тура плавления льда).

Граничное условие симметричности поля темпера-
туры между соседними шарами [7]

	      (0 < τ < ∞),� (7)

где l связана с R зависимостью (1).
Хотя решение задачи (3)–(7) известно, оно малопри-

годно для практических расчетов, так как имеет вид ряда. 
Поэтому, в некоторых случаях, применяют приближен-
ный метод решения данной задачи, аналогичный методу 
осреднения [8].

С этой целью предварительно вводят замену пере-
менной
	 Т = u + Тк,� (8)

в результате чего граничные условия (5), (6) становятся 
однородными по переменной u — приведенной темпера-
туре

	 u (R, τ) = 0, � (9)

	  0 < τ < ∞.� (10)

Начальное условие принимает форму

	 u (r, 0) = ΔТ     (R < r < l),� (11)

где ΔТ = Тс – Тк > 0 — перепад температур по объему 
жидкостной среды в начальный период времени.

При этом уравнение (3) по переменной u вследствие 
(8) сохраняет свой вид

	 � (12)

В целях упрощения решения задачи, начальное ус-
ловие (11) заменяют на усредненное по прилегающей 
к шару области r О  (R, l) значение

	 � (13)

В свою очередь, усредняя левую часть уравнения 
(12) по интервалу R < r < l, имеют

	 � (14)

где φ(τ) — функция, подлежащая определению.
В результате уравнение (12) заменяют приближен-

ным

	
2

2

2( ) ( ).u u
r r r

¶ ¶+ = j t
¶ ¶

� (15)

Так как правая часть уравнения (15) зависит лишь 
от τ, то, интегрируя его дважды по r, находят

	 u (r, τ) = D1 + D2 / r + r2φ (τ) / 6,� (16)

где D1, D2 — произвольные величины, зависящие от τ.
Согласуя (16) с граничными условиями (9), (10), по-

лучают

,
 

и поэтому вместо (16) имеют

	 u (r, τ) = ψ (r) φ (τ),� (17)

	 где � (18)

Рис. 3. Схема к расчету процесса теплопередачи  
в жидкостной системе
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Подставляя выражение (17) в уравнение (14), прихо-
дят к дифференциальному уравнению относительно ис-
комой функции φ

	 или � (19)

	 где � (20)

Интегрируя (19), получают

	 φ (τ) = D3exp (аτ / B),� (21)

где D3 — произвольная постоянная.
Поэтому, в соответствии с выражениями (17), (21) 

имеют

	 � (22)

С целью определить значение D3, подставляют вы-
ражение (22) в (13)

	 или D3B = ΔT, � (23)

где В определяют по уравнению (20).
В результате чего, вследствие (22), (23) окончатель-

но имеют

	 � (24)

Как видно, что найденное по (24) выражение приве-
денной температуры u(r, τ) имеет простую и удобную для 
количественного и качественного анализа мультиплика-
тивную форму. А именно, приведенная температура про-
порциональна перепаду температуры ΔТ, и, поскольку, 
согласно расчету, В < 0, температура жидкостной среды 
убывает по экспоненте с течением времени τ, и, тем бы-
стрее, чем больше коэффициент коэффициент темпера-
туропроводности а.

Помимо этого, учитывая, что

	 � (25)

согласно (8) и (25) производная (22) по переменной r — 
положительна

	 � (26)

то отсюда следует заключение, что температура жид-
костной среды возрастает в интервале R<r<l и, следова-
тельно, убывает по направлению к шару.

Отмеченные особенности процесса теплопередачи 
находятся в согласии с физической стороной описывае-
мого явления.

Поток тепла от жидкостной среды к поверхности 
шара согласно (2), (26) вычисляют по зависимости

	  Вт/м2.� (27)

Количество тепла Q, подводимого к единице поверх-
ности шара за время τ расчитывают, интегрируя (27) 
по данному временному интервалу

	  Дж / м2.� (28)

Следовательно, количество тепла, передаваемого 
шару от жидкостной среды, за счет теплопроводности 
в течение периода времени t составляет

	 QS = QудS,� (29)

где S — площадь поверхности шара, Qуд вычисляют со-
гласно (28).

И поэтому, вследствие (28), (29) имеют

	 � (30)

Если Т0 и Тк — соответственно, температура заморо-
женного шара и криоскопическая температура, то коли-
чество Qш теплоты в шаре составляет

Qш = m1 [сш (Тк – Т0) + Qфуд], Дж

или

	 Qш = 4 / 3πR3γ [сш (Тк – Т0) + Qфуд], Дж,� (31)

где m1 — масса хладагента в шаре; γ — плотность хла-
дагента; сш — удельная теплоемкость; Qфуд — удельная 
теплота плавления льда.

Пусть η — удельная теплота шара, расходуемая 
на охлаждение жидкостной среды такая, что

	 η = Qш / QS       (0 < η< 1),� (32)

где QS рассчитывается по уравнению (30), Qш — по (31).
Поэтому, если необходимо рассчитать период вре-

мени охлаждения жидкостной среды, когда шар, отдает 
η величины своего холода, то тогда разрешают относи-
тельно τ уравнение (32) или

	 Qш – QS  η = 0.� (33)

Численный эксперимент
Рассматривается пример расчета процесса охлажде-

ния жидкостной среды за счет размораживания коллек-
тива шаров.

Пусть исходная жидкостная среда характеризуется 
параметрами: начальная температура Тс = 290 К; криоско-
пическая температура Тк = 273 К; плотность γм = 1000 кг/м3; 
коэффициент теплопроводности λв = 0,56 Вт/(м∙К); удель-
ная теплоемкость св = 4,2·105 Дж/(кг∙К) [10].
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В качестве исходных геометрических и физико-ме-
ханических параметров процесса для жидкостного хла-
дагента (льда) в шаре выбирали (по порядку величин): 
радиус шара R = 0,05 м; плотность льда γ = 900 кг/м3; 
температура замороженного шара Т0 = 261 К; удельная 
теплоемкости сл = 2100 Дж/(кг∙К); удельная теплота плав-
ления Qфуд = 3,35∙105 Дж/кг.

На базе (33) для принятых значений параметров про-
цесса и радиуса шаров R = 1 см, R = 2 см, а также значе-
ний коэффициента объемной концентрации шаров в жид-
костной системе с = 0,01; с = 0,1, в виде графиков кривых 
рис. 4 показаны зависимости периода τ обработки от ко-
эффициента η — удельной теплоты шара, расходуемой 
на охлаждение воды.

Из вида графиков, показанных на рис. 4 выявляется 
согласие полученных результатов количественного мо-
делирования исследуемого процесса с физическим смыс-
лом задачи. А именно, возрастание периода обработки 
жидкостной среды когда, с одной стороны, увеличива-
ется коэффициент η, т. е. отдача тепла шарами растет, 
а также, с другой стороны, когда увеличивается размер 
шара вследствие уменьшения его удельной поверхности.

Кроме того, естественно, период обработки жид-
костной среды сокращается при увеличении объемной 
концентрации шаров (кривые 1,3 и 2,4 рис. 4).

Выводы

Таким образом:
— для обоснования базирующейся на явлении те-

плопередачи от жидкостной среды к коллективу заморо-
женных шаров инновационной технологии охлаждения 
жидкостной среды предлагается аналитический аппарат 
по прогнозированию процесса теплопереноса в шаре;

— c целью количественного моделирования пробле-
мы переноса теплоты в шаре, как сплошном теле задан-
ным размером и физико-механическими параметрами 
процесса, используется закон сохранения энергии в фор-

ме уравнения теплопроводности, решение которого оты-
скивается приближенным способом;

— исходя из осесимметричной модели процесса пе-
реноса теплоты в прилегающей к шару жидкостной сре-
де, на базе найденного решения получены удобные для 
инженерных расчетов и прогнозирования протекания 
процесса аналитические зависимости для определения 
распределения температуры по радиусу и по времени;

— на основе найденных, учитывающих все основные 
параметры задачи, явных зависимостей по распределению 
температуры в жидкостной среде в области реальных 
значений параметров процесса, проведено численное мо-
делирование процесса охлаждения данной среды;

— полученные расчетные данные по моделированию 
процесса охлаждения воды адекватны физическому смыс-
лу исследуемой проблемы.
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