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Показано, что введение в структуру уравнения Клапейрона-Клаузиуса кажущейся теплоты парообразова-
ния позволяет описать паровую ветвь линии фазового равновесия от тройной точки до критической точки. 
При этом в окрестности тройной точки обеспечивается переход к состоянию близкому к идеально-газовому 
состоянию, а в окрестности критической точки обеспечивается выполнение «завершенного» скейлинга, согласно 
которому поведение среднего диаметра определяется показателем степени 2β (β — критический индекс кривой 
сосуществования). Предложенная методика апробирована на примере описания паровой ветви линии фазового 
равновесия хладагента R218. Погрешность описания плотности насыщенного пара, давления на линии упру-
гости и кажущейся теплоты парообразования хладагента R218 соответствуют экспериментальной. Особо 
следует отметить, что вблизи тройной точки, во-первых, плотность хладагента R218 завышена на 0,2 % 
по отношению к плотности, рассчитанной на основе модели идеального газа, во-вторых, кажущаяся теплота 
парообразования, рассчитанная на основе предложенной методики, отличается от значений, рассчитанных 
по модели идеального газа, всего на 0,03 %.
Ключевые слова: линия насыщения, линия упругости, средний диаметр, критические индексы, критическая точка, 
тройная точка, хладагент R218, термодинамические свойства.
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A method of describing the saturation line based on the apparent 
heat of vaporization and Clausius-Clapeyron equation
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Introducing the apparent heat of evaporation in the structure of Clausius-Clapeyron equation is shown to allow describing 
the steam branch of the phase equilibrium lines from the triple point to the critical point. In the neighborhood of the triple 
point a transition to a state close to the ideal-gas one is provided, and in neighborhood of critical point «completed» 
scaling, according to which the behavior of the average diameter is determined by the exponent 2β (where β is the critical 
index of the coexistence curve) is enforced. The method in question is tested on the description for the steam branch 
of R218 refrigerant phase equilibrium lines. The description accuracy of the vapor pressure density on the line of elasticity 
and the apparent heat of vaporization for R218 refrigerant corresponds to the experimental one. It is shown that near the triple 
point the density of R218 is infl ated by 0.2 % compared to the density calculated on the basis of the model for an ideal gas, 
and the apparent heat of vaporization calculated on the basis of the proposed method differs from the values calculated 
by the model for an ideal gas by only 0.03 %.
Keywords: saturation line, elasticity line, average diameter, critical indices, critical point, triple point, R218, thermodynamic 
properties.
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При описании плотности насыщенного пара ρ– ис-
пользуются уравнения, имеющие различную структуру 
[1–6]. Во-первых, это локальные уравнения, которые опи-
сывают ρ–(T) только в регулярной части термодинамиче-
ской поверхности [1] или передают поведение ρ– в окрест-
ности критической точки в соответствии с требованиями 
современной теории критических явлений [2, 3].

Во-вторых, это уравнения, которые моделирую по-
ведение ρ–(T) в диапазоне температур от тройной точки 
до критической точки. К этим уравнениям относится, 
например, уравнение Вагнера [4]:

 , (1)

где ρc — критическая плотность; Nm — постоянные ко-
эффициенты; τ = T/Tc — 1; T — абсолютная температура; 
Tc — критическая температура.

Показатели степени n (m) в зависимости (1) могут 
выбираться как в соответствии с масштабной теорией 
(МТ) критической точки, так и из соображений наиболее 
точной передачи экспериментальной информации об ρ–. 
Например, в [4] при обработки опытных данных о плот-
ности ρ– метана получены следующие значения n (m): 1/3, 
1/3; 1/2; 1; 13/6; 26/6; 55/6. Как видим, приведенные пока-
затели степени n (m) не совпадают с критическими ин-
дексами или их комбинациями, рассчитанными в рамках 
МТ.

Однако к наиболее обоснованным в термодинами-
ческом смысле уравнениям, описывающим плотность 
ρ– , по-видимому, следует относить зависимости ρ–(T), 
которые разработаны на основе уравнения Клапейрона — 
Клаузиуса:

 , (2)

где p = ps(T) — уравнение линии упругости; r — теплота 
парообразования; V – и V + — удельные объемы пара и жид-
кости на линии насыщения, соответственно.

Действительно, из уравнения (2) непосредственно 
следует уравнение для плотности ρ–:

 . (3)

Здесь r* — «кажущаяся» теплота парообразования, 
которая связана с теплотой парообразования r равен-
ством:

 , (4)

где  — плотность насыщенной жидкости.

Использование уравнения (3) дает возможность опи-
сать зависимость ρ–(T) в диапазоне температур от трой-
ной точки до критической точки [5, 6].

При этом важным обстоятельством является то, что 
значения r* могут быть получены путем прямых изме-
рений, например, по испарительному методу [7]. Если же 
вблизи тройной точки опытные данные об r* отсутству-
ют, то они могут быть рассчитаны на основе уравнения 
линии упругости. Действительно, в указанной области 
поведение пара может быть описано на основе уравнения 
Менделеева — Клапейрона, что позволяет привести (3) 
к виду:

  . (5)

Для того чтобы уравнение (3) можно было исполь-
зовать и для описания ρ–(T) в окрестности критической 
точки, необходимо выбрать функцию r* (T) таким обра-
зом, чтобы выполнялся предельный переход:

 , (6)

где pc — критическое давление; β — критический индекс 
линии насыщения; d0 и d1 — постоянные коэффициенты.

Необходимо также учесть, что производная  
в критической области должна удовлетворять равен-
ству [8]:

 ( ) ( ) ( )1 1
1 22c

s
c

T p T a a o
p

	a 	aў = + 	 a t + t , (7)

где α — критический индекс изохорной теплоемкости; 
a1 и a2 — постоянные коэффициенты.

Заметим, в области малых давлений, функция ( )sp T  
в выражениях (3) и (5) должна иметь следующую асим-
птотику:

 , (8)

где A — постоянный коэффициент.
Апробацию предложенной методики проведем 

на примере описания ρ– хладагента R218. Выбор данного 
хладагента обусловлен тем, что для него в диапазоне 
температур от 197 до 344,5 К имеется надежная экспери-
ментальная информация о r* [9], полученная на образ-
цовой установке УНТО с выводной капиллярной трубкой 
по испарительному методу [7].

Для описания давления на линии упругости от трой-
ной точки до критической точки можно воспользоваться 
уравнением:



68

  

  (9)

где ai — постоянные коэффициенты; Δ — «неасимпто-
тический» критический индекс; s(i) — массив из нату-
ральных чисел.

Уравнение (9), с одной стороны, обеспечивает асим-
птотически правильное, то есть в соответствии с зави-
симостью (8), поведение линии упругости в области ма-
лых давлений, а с другой — удовлетворяет равенству (7), 
следующему из МТ.

Выражение для «кажущейся» теплоты парообразо-
вания выберем в соответствии с рекомендациями [9]:

 (10)

где di — постоянные коэффициенты; m(i) — массив из на-
туральных чисел.

Установим связь между коэффициентами a1 и d0. Для 
этого подставим функции (9) и (10) в уравнение (3), по-
ложим в нем T = Tc и придем к равенству a1 = d0.

Заметим, что выбор зависимости r* (T) в виде (10) 
позволяет описать поведение среднего диаметра fd в асим-
птотической окрестности критической точки в соответ-
ствии с моделью «завершенного» скейлинга [10]:

 . (11)

Действительно, подставим зависимости (9) и (10) 
в правую часть равенства (3), разложим полученные вы-
ражения в числителе и знаменателе по малому параметру 
τ и, учитывая, что a1 = d0, получим:

  

 . (12)
Таким образом, предложенное автором [9] выраже-

ние для r* (T) (10) приводит к уравнению для плотности 
ρ–:

 , (13)

полученному в рамках «завершенного» скейлинга [10].
Коэффициенты уравнений (3), (9) и (10) находились 

путем минимизации на массиве опытных данных [11–18] 
следующих функционалов F:

— на линии упругости:

; (14)

— на паровой ветви линии насыщения:

 (15)

Здесь  — «вес» j-точки соответствующего свой-
ства X, а Xj и  — расчетные и экспериментальные 
значения соответствующего свойства X, где X = ps, X = p"s,  
X = p– или X  =  r*; r*j

,(p) — значения кажущейся теплоты 
парообразования, рассчитанные по формуле (5).

Значения второй производной ,( )
,

e
s jpўў , входящие 

в функционал (14) определены в работе [11] на основе 
экспериментальной информации о теплоемкости 
R218 по формуле:

 
2

2 1
2

2 1

s V V

T

d p C CT
V VdT

ж ц	= з ч	и ш
, (16)

где CV1, CV2 — сглаженные значения теплоемкости на пер-
вой (V1) и второй (V2) изохорах при температуре T; 
V1 и V2 — удельные объемы при температуре T.

Значения критических индексов выбраны в соответ-
ствии с масштабной теорией: α = 0,118; β = 0,321 и Δ = 0,5.

В результате параметрам и коэффициентам, входя-
щим в выражения (3), (9) и (10), присвоены следующие 
значения:

Tc = 344,99 K; ρc = 631 кг/м3; pc = 26,7466 бар; 
a0 = 11,7; a1 = 7,560322; a2 = –43,76577; a3 = –135,6463;
a4 = –134,5955; a5 = –61,36485; a6 = 18,24359; 
a7 = –15,44720; n (i) = {2; 3; 5; 7}.

Вариант I: d0 = 7,560322; d1 = 9,849932683956252;
d2 = 324,8376794973347; d3 = –279,7427847091147;
d4 = 89,84449192181657; d5 = 263,4283489012458;
d6 = 442,7354790870147; d7 = –664,038511195391; 
d8 = 564,052472538125; m (i) = {1; 2; 3; 5; 7}.

Вариант II: d0 = 7,560322; d1 = 14,0415424908883;
d2 = –1569,981150989228; d3 = 3200,12387879538;
d4 = 1865,429844195542; d5 = 868,4271649999596;
d6 = 1491,439105677792; d7 = –3366,877287165319;
d8 = 5487,893648106355; m (i) = {1; 2; 3; 5; 7}.

Заметим, что в варианте I поиск коэффициентов di 
осуществлялся на основе функционала (15), а в случае 
варианта II коэффициенты di находились путем миними-
зации функционала F*ρ–:

 ( ) ( )( )3 4

*

22 *,* * * *
,, ,

1 1

N N
e

j j e j jj r j
j j

F Q Q r r	 	
	 	

r r
= =

й щй щ= r 	 r + 	к ъл ы л ые е . (17)

Таким образом, в первом варианте наряду с опыт-
ными значениями rj*

,(e) [9] использовались и значения 
«кажущейся» теплоты парообразования r*,(p), полученные 
на основе формулы (5), а в варианте II, согласно (17), зна-
чения r*,(p) из расчетной схемы исключались.

На рис. 1–4 представлены температурные зависимо-
сти r* (T), ρ– (T) и отклонения значений ps и ρ–, которые 
рассчитаны на основе уравнений (3), (9) и (10), от соот-
ветствующих данных, приведенных в работах [11–18]. 
При включении в расчетную схему значений r* (вари-
ант I), рассчитанных на основе формулы (5),  наблюдается 
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Рис. 4. Отклонения ( ) 100%e r e
	 	 	 	dr = r 	 r r Ч  значений r

	r  плотности на паровой линии фазового равновесия, 
рассчитанных по уравнению (9), от данных: 1 — [17]; 2 — [12]; 3 — [11]; 4 — [18]

Рис. 1. Зависимость «кажущейся» теплоты парообразования от температуры: 1 — расчет r* по уравнению (5); 
2 — расчет r* по уравнению (9) (вариант I); 3 — расчет r* по уравнению (9) (вариант II); 4 — опытные данные r* [9]

Рис. 2. Зависимость плотности насыщенного пара ρ– от температуры в окрестности тройной точки: 
1 — расчет по уравнению идеального газа; 2 — расчет по уравнению (3) (вариант I); 3 — расчет по уравнению (3) (вариант II)

Рис. 3. Отклонения ( ) 100%e r e
s s s sp p p pd = 	 Ч  значений давления r

sp  на линии упругости, рассчитанных по уравнению (8) дан-

ной работы, от данных e
sp : 1 — [12]; 2 — [13]; 3 — [14]; 4 — [15]; 5 — RefProp 7; 6 — [16]
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удовлетворительное согласие между расчетной и экспе-
риментальной информацией о значениях ρ– в диапазоне 
температур от тройной точки до критической точки. 
Если же в расчетную схему данные о r*, рассчитанные 
на основе (5), не включались (вариант II), то поведение 
функций r* (T) (рис. 1) и ρ– (T) (рис. 2) в окрестности 
тройной точки носит даже качественно неверный харак-
тер. В то же время, в диапазоне температур от 190 
К до критической температуры оба варианта одинаково 
удовлетворительно передают экспериментальную ин-
формацию о давлении ps и плотности ρ–.

Заметим, что варианты I, II дают одинаковые значе-
ния «кажущейся» теплоты парообразования в критиче-
ской точке — r*c = 32,05 кДж/кг, но разные значения па-
раметра x0 = 1/

0B	 b линии насыщения R218: x0 = 0,43861 
(варианты I) и x0 = 0,14534 (варианты II).

Предложенную методику можно использовать для 
расчета линии насыщения при построении масштабных 
[19, 20] и широкодиапазонных уравнений состояния 
[21, 22], в структуре которых линия насыщения явля-
ется опорной кривой. Особенно актуальны результаты 
данной работы, если в структуру уравнения состояния 
включена обобщенная масштабная переменная x  [23], 
которая используется для построения фундаменталь-
ных уравнений состояния, учитывающих асимметрию 
системы жидкость — пар относительно критической 
изохоры [22]. Действительно, масштабная переменная 
x  определяется на основе равенства / sx = t t  , где функ-
ция ( )st r  выбирается из условия 0s sxt = 	 t , и тем са-
мым обеспечивается правильное описание линии на-
сыщения Ts(ρ) = Tc(τs + 1) от тройной точки до критиче-
ской точки.
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