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Проведен сравнительный анализ различных моделей среднего диаметра линии насыщения на основе системы 
взаимосогласованных уравнений для паровой ветви линии насыщения, жидкой ветви линии насыщения и линии 
упругости. В основе предлагаемого подхода лежит уравнение Клапейрона-Клаузиуса и «кажущаяся» теплота 
парообразования. Разработанные модели паровой ветви линии насыщения, жидкостной ветви линии насыще-
ния и линии упругости удовлетворяют требованиям масштабной теории критических явлений. Для расчета 
регулируемых коэффициентов этих моделей выбраны экспериментальные данные о плотности насыщенной 
жидкости, плотности насыщенных паров, давлении насыщенного пара гексафторида серы. Проведено сравнение 
различных моделей среднего диаметра (модель Янга-Янга, модель Вегнера и модель «три бета»). Показано, что 
модель «три бета» позволяет с наименьшей неопределенностью (в пределах экспериментальной погрешности), 
чем модели Янга-Янга и Вегнера, передать данные о термических свойствах гексафторида серы на линии фазо-
вого равновесия в температурном диапазоне от тройной точки до критической точки.
Ключевые слова: критическая точка; линия насыщения; плотность; давление; средний диаметр; модель Вегнера; 
модель Вегнера; уравнение Клапейрона-Клаузиуса.
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Analysis of the phase equilibrium line developed  
on the basis of the Clapeyron-Clausius equation 

and various models of the mean diameter
Ph. D. S. V. RYKOV1, Ph. D. I. V. KUDRYAVTSEVA, D. Sc. V. A. RYKOV

1togg1@yandex.ru
ITMO University

We set the task of conducting a comparative analysis of various models of the mean diameter for the saturation line based 
on a system of mutually consistent equations for the steam branch of the saturation line, the liquid branch of the saturation 
line, and the elasticity line. In our methodical approach the Clapeyron-Clausius equation and the heat of vaporization are 
involved. We have elaborated a structure that is related to these models and meets the requirements of the scaling theory 
of critical phenomena. Experimental data on the density of saturated liquid, saturated vapor density, and saturated vapor 
pressure of sulfur hexafluoride are chosen to calculate the adjustable coefficients of these models. Various models of the 
average diameter (the Yang-Yang model, the Wegner model, and the «three beta» model) are compared. The comparison 
demonstarets that the «three beta» model describe the experimental data on the thermal properties of sulfur hexafluoride at 
the phase equilibrium curve obtained in the temperature range from the triple point to the critical point most satisfactorily 
(within the experimental errors).
Keywords: critical point; saturation line; density; pressure; the mean diameter; the Wegner model; the Yang-Yang model; the 
Clapeyron-Clausius equation.

ВЕСТНИК МАХ № 4, 2018



29Физика

Article info:
Received 09/07/2018, accepted 01/10/2018
DOI: 10.17586/1606-4313-2018-17-4-28-34
Article in Russian
For citation:
Rykov S. V., Kudryavtseva I. V., Rykov V. A. Analysis of the phase equilibrium line developed on the basis of the Clapeyron — 
Clausius equation and various models of the mean diameter. Vestnik Mezhdunarodnoi akademii kholoda. 2018. No 4. p. 28–34.

Введение

Проведенный анализ существующих на данный мо-
мент ряда моделей среднего диаметра линии насыщения 
на основе системы взаимосогласованных уравнений для 
паровой ветви линии насыщения, жидкой ветви линии 
насыщения и линии упругости показал следующее:

1. Авторами работ [1–5] дано теоретическое обосно-
вание структуры линии насыщения в широкой окрест-
ности критической точки, а уравнения [7–10] предназна-
чены для описания (ρ+, ρ–, ps, T) — данных только в этой 
области параметров состояния. Эта группа уравнений 
удовлетворяет либо модели Вегнера [11], либо модели 
Янга-Янга [1, 6]. В отличие от [7–10], разработанные 
в [12–16] уравнения ρ = ρ–(T), ρ = ρ+(T) и p = pS(T) предна-
значены для описания (ρ+, ρ–, ps, T) — данных в интер-
вале от Tt до Tc. Однако, в работах [12, 16] паровая ветвь 
линии насыщения описывается на основе модели Янга- 
Янга [6], а жидкостная ветвь линии насыщения удовлет-
воряет модели Вегнера [11], что с позиций современной 
физики критических явлений представляется не кор-
ректным. В работах [13, 14] линия фазового равновесия 
разработана на основе модели Янга-Янга для хладонов 
R32 [13] и R218 [14]. Однако, экспериментальная погреш-
ность имеющихся данных [17] о плотности (ρ+, ρ–) R32 
на линии насыщения в критической области превышает 
3 %. Что касается экспериментальной информации на ли-
нии насыщения R218, то для области температур, близких 
к температуре Tc, она ограничена данными [18] (одна 
экспериментальная точка (ρ+, T) и данными о «кажущей-
ся» теплоте парообразования (см., например, [14]). Таким 
образом, отсутствие надежной информации о (ρ+, ρ–) для 
холодильных агентов R32 и R218 не позволяет провести 
качественный сравнительный анализ различных моделей 
линии насыщения в окрестности критической точки. 
Вместе с тем, в работах [12–14, 16] показано, что исполь-
зование системы взаимосогласованных уравнений 
ρ = ρ–(T), ρ = ρ+(T) и p = pS(T) позволяет в пределах экспе-
риментальной погрешности описать термические данные 
R32 и R218 на фазового равновесия в диапазоне темпе-
ратур от Tt до Tc.

2. Модернизация линии фазового равновесия веще-
ства на основе современной теории критических явлений 
связана с повышением точности уравнения состояния 
вещества (УС) [19–22], имеющего широкую рабочую об-
ласть и удовлетворяющего масштабной теории критиче-
ских явлений [23, 24]. Рабочая область УС [19–22] вклю-
чает в себя: регулярную часть термодинамической по-
верхности, широкую окрестность критической точки, 
область метастабильных состояний, область высоких 
температур и давлений. Наши оценки показали, что мож-
но повысить точность такого УС, если подготовить вход-

ной массив экспериментальной и расчетной информации. 
Этот массив должен включать в себя разнородные на-
дежные данные, среди которых плотность газа и жидко-
сти (ρ+, ρ–) и давление pS на линии насыщения в диапа-
зоне от тройной точки с параметрами (pt, Tt, ρt) до кри-
тической точки с параметрами (ρс, Tс, pc ).

Поэтому можно сделать вывод о том, что представ-
ляет практический интерес разработка системы взаимо-
согласованных уравнений, которая включает в себя:

— уравнения ρ = ρ–(T) и ρ = ρ+(T), описывающие 
плотности (ρ+, ρ–) в диапазоне от Tt до Tc;

— уравнение p = pS(T), описывающее давление на ли-
нии упругости в диапазоне от Tt до Tc.

Эти модели позволят нам проанализировать линию 
насыщения и дают возможность подготовить массив 
входных данных (ρ+, ρ–, ps, T), которые охватывают ин-
тервал от Tt до Tc. Кроме того, модели ρ–(T), ρ+(T) и pS(T), 
входящие в искомую систему взаимосогласованных урав-
нений, должны удовлетворять требованиям масштабной 
теории критических явлений (МТ) [23].

Задачи исследования

Задачи, поставленные в данной работе, включают 
в себя:

— разработку, на основе уравнения Клапейрона–
Клаузиуса и функции r*(T), называемой «кажущейся» 
теплотой парообразования [14], системы взаимосогласо-
ванных уравнений (ρ–(T), ρ+(T), pS(T)), удовлетворяющих 
соответственно модели Вегнера, модели Янга-Янга и мо-
дели, которую мы обозначим как модель «три бета» ( [3β] 
-модель);

— сравнение численных характеристик этих моде-
лей на основе одного и того же массива точных экспери-
ментальных (ρ+, ρ–, ps, T) — данных гексафторида серы, 
представленных в работе [25], в интервале температур 
от  Tt до Tc.

Уравнение Клапейрона–Клаузиуса  
и [3β]-модель

В работе [26] предложено уравнение для плотности 
ρ–(T) насыщенного пара, которое разработано на основе 
уравнения Клапейрона — Клаузиуса:

  (1)

где r — теплота парообразования, которая связана с «ка-
жущейся» теплотой парообразования r* зависимостью 

.
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Из уравнения (1) непосредственно следует выраже-
ние для плотности ρ–(T) в виде зависимости:

  . (2)

Функция r*(T) выбрана в следующей форме [9, 13]:

  (3)

где di — постоянные коэффициенты; α, β, и Δ — крити-
ческие индексы; τ = t – 1; t = T/Tc.

Модель ps (T) выбрана в виде уравнения, предложен-
ного в работе [26] и апробированного на примере описа-
ния прецизионных экспериментальных данных о ps – Ts 
свойствах диоксида углерода [16] и хладона R32 [27]:

  (4)

где ai — постоянные коэффициенты.
Модель для плотности ρ–(T) получена подстановкой 

выражений (3), (4) в уравнение (2):

  (5)

Теперь потребуем, чтобы выполнялось равенство 
a1 = d0 [13]. В этом случае из выражения (5) при 0t ®  
получим, что вблизи критической точки плотность на-
сыщенного пара описывается зависимостью:

  (6)
где

Заметим, что если в (6) коэффициенты D4 и D5 удов-
летворяют условиям:  
и  , то получим для функции 
ρ–(T) модель, исследованную в работе [28].

В соответствии с первыми четырьмя компонентами 
ρ–из (6) мы выбрали выражение плотности ρ+ в виде

  (7)

где .
Уравнения (5), (7) описывают модель среднего диа-

метра df Янга-Янга [1, 8], , 
если мы допустим условие
 ; ; . (8)

Уравнения (5), (7) соответствуют модели среднего 
диаметра Вегнера [1, 8], , если мы допустим ус-
ловие

 , , . (9)
Уравнения (5), (7) соответствуют модели среднего 

диаметра [3β], , если мы допустим условие

 ; ; . (10)

Если выполняются равенства (10), то вблизи крити-
ческой точки мы получим следующие выражения для 
параметра порядка: , и среднего диа-
метра df:

  (11)

Исследованию моделей среднего диаметра Вегнера 
и Янга-Янга посвящено большое количество работ (см., 
например, [1–16, 28]). Модель среднего диаметра [3β] ис-
следуется впервые.

Результаты исследования

Теперь мы можем перейти к численному анализу 
уравнений (4), (5) и (7) при следующих условиях:

— модели (ρ–(T), ρ+(T), pS(T)) удовлетворяют требо-
ваниям МТ;

— параметры этих моделей должны рассчитывать-
ся на основе статистической обработки эксперименталь-
ных данных [25].

В нашем подходе выбран критерий минимизации 
(U), включающий некоторые среднеквадратичные от-
клонения S, (RMS): RMS плотности жидкости (SL); RMS 
плотности газа (SG); RMS давления насыщенного пара 
(Sp).

Были использованы следующие условия:
— критические индексы должны быть одинаковы-

ми для всех моделей;
— выбор критических индексов (α = 0,11; β = 0,325; 

Δ = 0,51) осуществлен на основе МТ.
Критические параметры гексафторида серы выбра-

ны в соответствии с рекомендациями [28]: ps = 3,754 МПа, 
ρc = 742,26 кг/м3, Tc = 318,71 К.

В результате имеем три варианта: модель Вегнера 
(9), модель Янга-Янга (8) и модель [3β] (10), которые свя-
заны с параметрами и коэффициентами уравнений (4), 
(5) и (7). Коэффициенты уравнений (4), (5) принимаются 
общими для всех рассмотренных трех вариантов. Значе-
ния этих коэффициентов представлены в табл. 1, 2. Ко-
эффициенты уравнения (7) представлены в табл. 3, 4, 5.

Наше сравнение показало, что система взаимосогла-
сованных уравнений (4), (5) и (7) в случае модели [3β] 
(10), (11) в пределах экспериментальной погрешности 
(рис. 1–4) и с меньшей неопределенностью, чем в случае 
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Рис. 1. Отклонения  значений , 
вычисленных по уравнению (4), от экспериментальных [25] 

и табличных [29] значений : 1 — [29]; 2 — [25]
Fig. 1. Deviations  of values  

calculated by the equation (4), from experimentally obtained [25] 
and tabulated [29] values : 1 — [29]; 2 — [25]
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Рис. 2. Отклонения , значений 
, вычисленных по уравнению (5), от экспериментальных 

[25] и табличных [29] значений : 1 — [29]; 2 — [25]
Fig. 2. Deviations  of values  

calculated by the equation (5) from experimentally obtained [25] 
and tabulated [29] values : 1 — [29]; 2 — [25]
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Рис. 3. Отклонения , значений 
, вычисленных по уравнению (7) (вариант (10)), от экспе-

риментальных [25] и табличных [29] значений : 1 — [29]; 
2 — [25]

Fig. 3. Deviations  of values  
calculated by the equation (7) (variant10)) from experimentally 

obtained [25] and tabulated [29] values : 1 — [29]; 2 — [25]

Таблица 1
Параметры и коэффициенты уравнения (4) [28]

Table 1
Parameters and coefficients for equation (4) [28]

i ai i ai n (i)

0 6,0 4 8,84873064 3
1 7,061104518 5 15,21516103 4
2 22,90993576 6 18,96462416 7
3 –17,71425160  —  —  — 

Таблица 2
Параметры и коэффициенты уравнения (5)

Table 2
Parameters and coefficients for equation (5)

i di i di m (i) 
1 10,3165058856 4 583,469788545 —
2 63,8020544448 5 –155,497732524 1
3 –476,175529005  —  —  — 

Таблица 3
Параметры и коэффициенты уравнения (7). 

Вариант (8)

Table 3
Parameters and coefficients for equation (7). Variant (8)
i Di k (i) i Di k (i) 

6 369,314020795 1 10 61999,5534295 2,3
7 –3383,78510267 1,325 11 –49891,2257549 2,625
8 15680,3050804 1,65 12 16647,8935033 2,950
9 –41186,4379799 1,975  —  —  — 

Таблица 4
Параметры и коэффициенты уравнения (7). 

Вариант (9)

Table 4
Parameters and coefficients for equation (7). Variant (9)

i Di k (i) i Di k (i) 

6 544,613350736 1 10 32866,3144175 2,3
7 –2400,45503470 1,325 11 –25700,7107367 2,625
8 9385,02665432 1,65 12 8405,36111221 2,950
9 –22819,3862743 1,975  —  —  — 

Таблица 5
Параметры и коэффициенты уравнения (7). 

Вариант (10)

Table 5
Parameters and coefficients for equation (7). Variant (10)

i Di k (i) i Di k (i) 

6 –69,4038913028 1 10 –2066,06943188 2,3
7 131,749335117 1,325 11 1646,63383237 2,625
8 –552,367067617 1,65 12 –546,774024740 2,950
9 1398,49023272 1,975  —  —  — 

моделей Янга-Янга (8) или Вегнера (9), передает экспе-
риментальные данные (ρ+, ρ–, ps, T) [25]. Действительно, 
в случае (10) среднеквадратические отклонения S рас-
четных данных от экспериментальных данных [25] при-
нимают следующие значения: Sp = 0,0022 %; SG = 0,003 %; 
SL = 0,008 %.

В случае (8) и (9) значения среднеквадратических 
отклонений Sp и SG такие же, как и в случае (10): 
Sp = 0,0022 %; SG = 0,003 %. В то же время неопределенность 
при расчете плотности насыщенной жидкости ρ+ в случае 
модели Янга-Янга (SL = 0,050 %) и Вегнера (SL = 0,019 %) 
значительно выше, чем в случае модели [3β] (SL = 0,008 %).
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Обсуждение результатов

Разработана система взаимосогласованных (ρ–(T), 
ρ+(T), pS(T)) моделей. Рассмотрены три варианта систем 
уравнений (4), (5) и (7): вариант (8) разработан на основе 
модели Янга-Янга [1, 6]; вариант (9) может быть связан 
с моделью Вегнера [11]; вариант (10) разработан на осно-
ве [3β] модели (11). Заметим, что уравнение линии упру-

гости (4) во всех вариантах выбиралось в соответствии 
с результатами работы [26].

Предлагаемый подход апробирован на примере опи-
сания линии фазового равновесия гексафторида серы.

Проведенный нами анализ полученных результатов 
подтверждает, что отклонения экспериментальных дан-
ных [25] в случае [3β] модели (4), (5), (7), (10) не превы-
шают экспериментальную погрешность данных [25] 
в температурном диапазоне от тройной точки до крити-
ческой точки. Эти отклонения могут быть охарактери-
зованы следующими значениями RMS: Sp = 0,0022 %; 
SG = 0,003 %; SL = 0,008 %.

Заключение

Результат проведенного анализа показал, что модель 
среднего диаметра [3β] (10) с меньшей погрешностью 
описывает экспериментальные данные о линии фазового 
равновесия гексафторида серы, чем модели Вегнера и Ян-
га-Янга. Полученные результаты могут быть использо-
ваны для разработки УС гексафторида серы на основе 
фундаментальных УС [12, 19–22] и непараметрических 
уравнений скейлингового вида [24, 30], удовлетворяю-
щих требованиям масштабной гипотезы [23].
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Рис. 4. Отклонения δρ+, значений ρ+,(r), вычисленных по уравне-
нию (7), от экспериментальных значений ρ+,(e) [25]:  

1 — вариант (10); 2 — вариант (8); 3 — вариант (9).
Fig. 4. Deviations δρ+ of values ρ+,(r) calculated by the equation (7), 
from experimentally obtained values ρ+,(e) [25]: 1 — variant (10); 

2 — variant (8); 3 — variant (9)
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