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Исследован процесс замораживания мясных продуктов имеющих плоскую форму пластин мясного продукта. 
Задача о формировании замороженной и охлаждаемой зон исследуемой субстанции биологического происхож-
дения трактована, как осложненная изменением агрегатного состояния среды проблема теплообмена между 
выделенными зонами. При этом теплофизические коэффициенты на границах среды изменяются скачкообразно, 
для чего на переходах требуется дополнительная теплота (конденсации, испарения). Моделирование выпол-
нено на основе модели сопряженной задачи теплопереноса, сформулированной как задача Стефана по двум 
неограниченным пластинам средам, воспроизводящим две зоны мясного продукта в двух различных агрегатных 
состояниях — замороженном и охлаждаемом. Выявлена количественная зависимость времени полного замо-
раживания продукта от его толщины и краевых значений температурных параметров процесса охлаждения.
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The process of freezing meat products with flat-shaped plates of meat is investigated. The problem of the formation of 
the frozen and cooled zones for the investigated substance of biological origin is interpreted as the problem of heat exchange 
between the isolated zones complicated by a change in the aggregate state of the medium. In this case, the thermophysical 
coefficients on the boundaries of the medium are assumed to vary stepwise, for which additional heat (condensation, 
evaporation) is required on the transitions. Based on the model of the conjugate heat transfer problem, formulated as 
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and both its thickness and the boundary values of the temperature parameters of the cooling process is shown.
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Введение
Известно, что охлаждение субстанций биологиче-

ского происхождения способствует сохранению их био-
логических свойств, предотвращает размножение микро-
флоры. В свою очередь, как показывает мониторинг со-
стояния вопроса, к примеру, в перерабатывающих про-
изводствах возникает проблема создания условий 
длительного, реализующего сохранность качества ис-
ходного продукта, процесса [1]. В этом случае, обработ-
ка продукта холодом даже в отдаленной перспективе 
не имеет альтернативы. Особенно остро, в связи с все 
возрастающими требованиями к качеству жизни населе-
ния и нехваткой сырьевых продовольственных ресурсов, 
эта проблема стоит перед пищевой, молочной, мясной 
и др. отраслями промышленности. В то же время, до сих 
пор процесс охлаждения относится к наименее изучен-
ной стадии обработки продукта холодом [2–5], что и об-
уславливает дальнейшую разработку и углубленное из-
учение рассматриваемой здесь проблемы.

Имея в виду многообразие и величину объемов объ-
ектов обработки перерабатывающих производств, боль-
шую важность приобретает вопрос обоснования анали-
тического и численного аппарата для решения многих 
инженерных и технологических задач в производствах 
по охлаждению продукта.

При этом следует отметить, что наряду со стоящей 
перед предприятиями АПК проблемой по обработке хо-
лодом продукта биологического происхождения, анало-
гичную задачу человеческое сообщество вынуждено 
решать, в целом, по реализации вопросов создания и про-
гнозирования наиболее рациональных технологий ох-
лаждения объектов живой и неживой природы [6, 10–14].

Что, в совокупности, и объясняет важность вопроса 
проводимых в области охлаждения различных субстан-
ций исследований и вытекающее отсюда внимание на-
учно-технических работников к теоретическим и экспе-
риментальным аспектам данной технологии в вопросе 
ее оптимизации и управления [15, 16].

Ниже, в отличие от имеющихся аналогов [6, 9], пред-
лагается эффективный и простой в практическом упо-
треблении способ по количественному моделированию, 
имеющего широкое распространение на практике, моде-
лирования процесса замораживания мясных продуктов.

Постановка задачи моделирования
Процессы переноса тепловой энергии во многих 

случаях развиваются в телах со сложной геометрической 
структурой, что вызывает определенные трудности при 
их математическом моделировании. С целью преодоле-
ния этих трудностей, с геометрической точки зрения при 
аналитическом решении поставленных задач, обычно 
прибегают к той или иной схематизации габитуса объ-
екта исследования. Причем, как правило, в качестве ими-
тирующей габитус реального тела выбирают одну или 
несколько поверхностей канонической формы — пло-
скость, цилиндр или сферу.

Однако, и при такой схематизации, когда к примеру 
решается классическая краевая задача исследуемой про-
блемы на базе уравнения нестационарной теплопроводно-
сти, для тел цилиндрической или сферической формы, 
получить решение в явной форме удается далеко не всегда.

Рис. 1. Схема к расчету динамики нарастания слоя 
замороженного продукта

Fig. 1. Diagram for the calculation for the dynamics of frozen 
product layer building up
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Принимая во внимание, что охлаждаемый мясной 
продукт во многих случаях имеет форму прямоугольно-
го параллелепипеда, при постановке задачи об охлажде-
нии продукта в качестве ограничивающих его поверх-
ностей, естественно, выбирают плоскости. Что создает 
предпосылки получить решение такой задачи в явной 
форме.

В свою очередь, когда под действием температурно-
го градиента изменяется агрегатное состояние продукта, 
для описания этого процесса с позиций физико-матема-
тической моделирования также прибегают к имитирую-
щим температурное поле в условных слоистых разделен-
ных параллельными плоскостями структурам и др. [1–6].

Пусть исследуется процесс замораживания мясного 
продукта, имеющего форму плоской пластины. Предпо-
лагается, что одна часть продукта представляет собой 
уже замороженную зону I, а другая часть — охлаждае-
мую зону II (рис. 1).

Задачу о формировании замороженной и охлаждае-
мой зон исследуемой субстанции биологического проис-
хождения трактуют как осложненную изменением агре-
гатного состояния среды проблему теплообмена между 
выделенными зонами. При этом полагают теплофизиче-
ские коэффициенты на границах среды изменяющимися 
скачкообразно, для чего на переходах требуется допол-
нительная теплота (конденсации, испарения).

В исследованиях теоретического характера вслед-
ствие того, что при льдообразования в зоне I и охлажде-
ния в зоне II взаимодействуют несколько механизмов 
тепломассопереноса, данную проблему решают, привле-
кая законы сохранения массы, импульса и энергии, а так-
же — для замыкания системы — уравнение состояния, 
феноменологические уравнения Фика (Fick), Фурье 
(Fourier), Ньютона (Newton). При этом в данных работах, 
вследствие многопараметрического характера задачи, 
прибегают к использованию определяемых опытным 
путем, типичных для конкретной проблемы, теплофи-
зических коэффициентов.

Учитывая, что такой подход к решению рассматри-
ваемого явления весьма сложен, все чаще используют 
упрощенные модели и гипотезы, основанные на возмож-
но меньшем числе существенных для наблюдаемого яв-
ления параметров.

Технология продовольсТвенных продукТов
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Одной из наиболее эффективных по постановке и ко-
личественному анализу особенностей процесса тепло-
передачи холода от зоны I к охлаждаемой зоне II считают 
задачу Стефана (Stefan) о фазовом переходе, относящей-
ся к группе сопряженных задач теплообмена [6–9]. 
На базе данной модели удается отделить внутреннюю 
задачу о переносе теплоты внутри обрабатываемой сре-
ды от внешней задачи — теплообмене на границе среды. 
Поскольку задача Стефана, в силу нелинейного характе-
ра, в общей постановке аналитически не разрешима, 
то для ее исследования применялись приближенные ана-
литические и вычислительные методы [6, 9].

Далее, на основе модели сопряженной задачи те-
плопереноса, сформулированной как задача Стефана 
по двум неограниченным пластинам средам, модели-
руются две зоны мясного продукта в двух различных 
агрегатных состояниях — замороженном и охлаждае-
мом. Выявлена количественная зависимость времени 
полного замораживания продукта от его толщины и кра-
евых значений температурных параметров процесса 
охлаждения (рис. 1).

Следуя концепции проблемы отвердевания тел ка-
нонической формы [9], предполагается, что в отнесенный 
к декартовой системе координат (хОу) в холодильную 
камеру с постоянной температурой Т1 помещают беско-
нечную моделирующую замораживаемый охлажденный 
продукт пластину толщиной h.

В дальнейшем с целью анализа динамики формиро-
вания замораживаемой зоны в пластине, предварительно, 
определяются решения дифференциальных уравнений 
теплопроводности по каждой из зон I и II. После чего, 
на базе полученных соотношений по распределению 
температуры в зонах I и II и балансового по теплообмену 
условия Стефана на разделяющей данные зоны поверх-
ности ξ = ξ(t) рассчитывается период времени полного 
замораживания продукта.

Решение задачи
Аналитически сопряженная задача по расчету осо-

бенностей процесса теплопереноса в исследуемом слое 
продукта в зависимости от времени и в допущении сим-
метричного относительно оси у характера процесса те-
плопереноса приближенно может быть сформулирована 
следующим образом.

Внутри областей I и II для замороженной и охлаж-
даемой зон исследуемой субстанции температура среды 
по каждой из зон удовлетворяет дифференциальным 
уравнениям теплопроводности и — для простоты — гра-
ничным условиям I рода [9] (см. рис. 1)
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где τ — время; θ1, θ2, θ3 — температура хладагента, за-
мерзания воды, внешней среды, соответственно; а1, а2 — 
коэффициенты температуропроводности для областей I 
и II (см. рис. 1).

Если полагать, что на границе х = ξ(τ) подвод тепло-
ты со стороны зоны I и со стороны зоны II реализуется 
по закону теплопередачи Фурье, то в предположении, 
что плотности замороженной и охлаждаемой зон про-
дукта примерно одинаковы (ρ1 = ρ2 = ρ) на перемещающей-
ся границе замерзания справедливо условие Стефана
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где λ1, λ2 — коэффициент теплопроводности для областей 
I и II, соответственно; m — влагосодержание продукта; 
r — скрытая теплота фазового перехода воды в лед.

В таком случае, в рамках принятой постановки 
задачи, приходят к замкнутой системе из трех совмест-
ных дифференциальных уравнений (1), (2), (7) относи-
тельно искомых величин θ1, θ2, ξ, решение которой 
в общем случае затруднено. В целях упрощения реше-
ния задачи, в предположении, что перепад температу-
ры по зонам невелик процесс теплопередачи и разви-
вается продолжительное время, можно полагать режим 
теплопереноса в зонах I и II квазистационарным. Тог-
да вместо уравнений (1), (2) можно использовать си-
стему
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решением которой, удовлетворяющей условиям уравне-
ний (3)–(6), является

 θ1 (х, τ) = [(Т2 – Т1) х/ξ + Т1], (τ > 0, 0 < х < h); (8)

 θ2(х, τ) = [(Т3 – Т2) х/(h – ξ) + А] / (h – x), (τ > 0, ξ < х < h), (9)

где А = const.
В соответствии с (8), (9) выражения градиентов тем-

пературы имеют вид
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Тогда в силу (6), (10) получаем
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Обыкновенное дифференциальное уравнение пер-
вого порядка (11), относительно x следует решать, согла-
суя его с начальным условием

 ξ = 0, при τ = 0. (12)

Полагая, что процесс полного охлаждения продукта 
заканчивается за период времени τ, когда разделяющей 
зоны I и II поверхность ξ = ξ(τ) достигнет нижнего осно-
вания x = h, решением задачи Коши (11), (12) является
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Хотя явное выражение первообразной для интегра-
ла (13) и может быть получено, но оно имеет громоздкий 
вид и поэтому не приводится.

Численный эксперимент
Количественное моделирование процесса замора-

живания продукта плоской формы по зависимости (13) 
проводили на базе следующих физико-механических 
и геометрических параметров процесса обработки: тем-
пература, соответственно, на поверхности помещенного 
в охлаждающую среду тела θ1 = 253 К, фазового перехода 
воды в лед θ2 = 272 К, на нижнем основании тела θ3 = 273, 
275, 277, 278 К; коэффициент теплопроводности для об-
ластей I и II, соответственно, λ1 = 2,3; λ2 = 0,56 Вт/ (м×К); 
влагосодержание продукта m = 0,7; скрытая теплота фа-
зового перехода воды в лед r = 0,33´106 Дж/кг, плотность 
тела ρ = 1100 кг/м3.

Результаты расчета, отраженные графиками рис. 2, 
выявляют естественное экспоненциальное возрастание 
по времени обработки продукта холодом до температуры 
охлаждающей среды.

Например, согласно расчету по (13) и данным 
рис. 2 продукт с исходной температурой 273 К, толщи-
ной h = 0,05 м замораживается до температуры охлаж-
дающей среды 253 К за 2,22 ч, толщиной h = 0,02 м — 
за 0,36 ч.

Выводы
Таким образом, в рамках, принятых при постановке 

задачи ограничений, разработан важный, в практическом 
отношении эффективный и простой способ по количе-
ственному моделированию процесса переноса холода 
в имеющем форму плоского сплошного тела в условиях 
изменения его агрегатного состояния, что имитирует 
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Рис. 2. Зависимости периода t полного замораживания про-
дукта от его толщины h при различной температуре Т3  

внешней среды: 1 — Т3 = 273 К; 2 — Т3 = 275 К;  
3 — Т3 = 277 К; 4 — Т3 = 278 К

Fig. 2. The dependence of t (the time of the product complete 
freezing) on its thickens h ad different ambient temperatures Т3: 
1 — Т3 = 273 К; 2 — Т3 = 275 К; 3 — Т3 = 277 К; 4 — Т3 = 278 К
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динамику формирования температурного поля по вре-
мени обработки при замораживании такой субстанции, 
как плоский мясной продукт.

Выявлена количественная зависимость времени пол-
ного замораживания продукта от его толщины и краевых 
значений температурных параметров процесса охлажде-
ния.

Очевидно, что предложенный расчетный способ мо-
жет быть независимо использован и при анализе любых 
аналогичных задач для объектов из смежных областей 
знания.
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