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Рассматривается проблема охлаждения жидкостной системы с помощью скопления в ней замороженных шаров, 
которая формулируется и решается в рамках классической линейной краевой задачи для уравнения стационарного 
конвективного теплопереноса. В области реальных значений параметров процесса, по предмету исследования, по-
лученное решение используется при реализации численного эксперимента по моделированию протекания процесса 
охлаждения потока жидкости (хладоносителем) системой шаров, заполненных эвтектическим раствором. Расчет-
ным путем, на основе таких факторов как температура, объемная концентрация шаров в двухфазной жидкостной 
системе, период обработки жидкости холодом и др. обоснована эффективность использования предложенного 
способа для охлаждения жидкости. В области реальных значений параметров рассматриваемого процесса, оценка 
проведенного количественного анализа выявляет согласие полученных результатов расчета процесса охлаждения 
жидкости с физическим смыслом исследуемого явления.
Ключевые слова: жидкостная система, скопление шаров, поток, теплопередача, краевая задача, эвтектический рас-
твор.
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The problem of cooling a liquid system by introducing the cluster of frozen balls is formulated and solved within 
the framework of classical linear boundary value problem for the equation of a stationary convective heat transfer. In 
the area of actual values of the process parameters for the object of the study the solution obtained is used as the basis for 
numerical experiment in modelling cooling liquid flow by a system balls. Calculated on the basis of the factors such as 
temperature, volumetric concentration of balls in a two-phase liquid system, the period of liquid processing by cold and 
other parameters, the efficiency of the proposed method for liquid cooling is substantiated. In area of actual values of 
the process parameters in question the results of quantitative analysis demonstrate the obtained results of calculations for 
liquid cooling process to fit the physical meaning of the phenomenon investigated.
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Введение
Одним из направлений интенсификации производ-

ственных процессов, сохранения качественных показа-
телей обрабатываемого сырья и готовой продукции путем 
их ускоренного охлаждения является использование 
энергосберегающего холодильного оборудования. Одна-
ко до сих пор процесс охлаждения жидкости является 
наименее изученной стадией обработки ее холодом, а ис-
пользуемые для этой цели технические средства отвеча-
ют современным требованиям в недостаточной степени. 
В настоящее время одним из перспективных направлений 
совершенствования техники и технологии ускоренного 
снижения температуры жидкости можно отнести интро-
дукцию в нее охлажденных до достаточно низких тем-
ператур тел, в том числе, и шарообразной формы. Данный 
технологический способ применяют, например, при ох-
лаждении расплавов в металлургической промышлен-
ности. В свою очередь, результаты проведенных в пище-
вой отрасли промышленности исследований по охлаж-
дению жидкости замороженными шарами показали 
преимущества этого способа перед другими способами 
подготовки воды, обеспечивая высокую интенсивность 
процесса, снижение энергозатрат.

Большое значение для интенсификации производ-
ственных процессов и сохранения качества сырья явля-
ется возможно быстрое снижение температуры обраба-
тываемой жидкостной среды. Так, в перерабатывающих 
производствах и других отраслях народного хозяйства 
охлаждение сырья и готовой продукции биологического 
происхождения способствует сохранению их биологиче-
ских свойств, предотвращает размножение микрофлоры 
в продукте [1–3].

В качестве одного из способов понижения темпера-
туры жидкостной среды используется способ, когда, 
жидкостную среду заполняют замороженными телами, 
обычно шарообразной формы [4–7].

Эту технологию целесообразно использовать в хо-
лодильной технике, если для охлаждения жидкости при-
менять заполненные эвтектическим замороженным рас-
твором шары.

Проведенными в последнее время сотрудниками 
МГУПП и МГУТУ им. К. Г. Разумовского теоретически-
ми и опытными исследованиями, на примере охлаждения 
воды в емкости с замороженными шарами, выявлены 
преимущества данного способа перед другими способа-
ми, обеспечивая высокую интенсивность процесса и сни-
жение энергозатрат.

С целью ускорения реализации процесса теплопе-
редачи, используя технологию обогащения рабочего 
объема с охлаждаемой жидкостью порцией заморожен-
ных тел, очевидно, данный процесс целесообразно про-
водить в режиме потока хладоносителя через емкость 

с замороженными герметичными сферическими емко-
стями.

Однако нужно отметить отсутствие в рассматрива-
емой проблеме теоретически обоснованной расчетной 
методики по прогнозированию управлению процессом 
теплопереноса, в том числе, и в потоке, когда в гетеро-
генной жидкостной системе “вода — замороженные 
шары” развивается процесс охлаждения.

В данной работе, с целью обоснования интенсифи-
кации процесса теплообмена между замороженными ша-
рами и охлаждаемой жидкостью, с позиций законов со-
хранения массы и энергии, приводятся результаты ана-
литического и численного исследования задачи об охлаж-
дении движущегося, через заполненный замороженными 
шарами аккумулятор холода, потока хладоносителя.

постановка задачи моделирования
Пусть в некоторую емкость с эвтектически заморо-

женными шарами, в стационарном режиме, с невысокой 
расходной скоростью v0, поступает поток жидкости (на-
пример, вода) с целью ее охлаждения.

Условно, в рамках используемой в гидродинамике 
грунтовых вод терминологии, выбранную модель кине-
тики двухфазной жидкостной системы можно трактовать 
как фильтрационное течение жидкости сквозь образо-
ванную системой шаров пористую среду [8].

При этом предполагается, что шары (каждый объе-
мом много меньше объема емкости), статистически рав-
номерно распределены в ограниченном длиной h и ради-
усом R цилиндре, включающем жидкую среду (воду) 
и твердую (шары) фазы рабочем объеме данной емкости.

В дальнейшем, чтобы упростить количественный 
анализ процесса теплоотвода от жидкости к шарам, за-
нятый жидкостью поровый объем (просветность) заме-
няют, с сохранением значения порозности [8], совокуп-
ностью цилиндрических, с осью z, параллельной оси 
емкости, трубок (капилляров), каждая длиной h и при-
веденным радиусом r0 (рис. 1) [9].

Для выбранной геометрической модели жидкостно-
го объема вводят обозначения: dш — диаметр шара, В — 
поверхностная пористость (просветность) среды (В < 1), 
численно равная отношению объема пустот (пор) в среде 
к ее объему [9].

Тогда, учитывая, что объемная и поверхностная по-
розности количественно совпадают [9], исходя из опре-
деления порозности, приближенно, может быть записано 
соотношение [10] πr0

2 /В = πdШ
2/[4(1 – B)], откуда вытекает 

зависимость

 r0 = 0,5d[В/(1 – В)]1/2, (1)

здесь и ниже, по тексту, принято, r0 = r0(d, В), d = dш — 
диаметр шара.
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Таким образом, проблема расчета поля температуры 
в хладоносителе сводится к количественному анализу 
теплового режима в жидкостном потоке внутри капил-
ляра.

Решение задачи
В допущении осесимметричности характера проте-

кания процесса передачи теплоты от жидкости к стенке 
канала количественное моделирование процесса прово-
дят в связанной с данным каналом цилиндрической си-
стеме координат, в его меридиональном сечении rОz 
(рис. 1).

Для принятой, таким образом описывающей кине-
тику потока в рабочем объеме емкости, имитационной 
модели в качестве основного дифференциального урав-
нения по теплопередаче, выбирают, отнесенное к цилин-
дрическим координатам, уравнение стационарной кон-
вективной теплопроводности [11]:
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где r, z — радиальная и осевая координата, соответствен-
но; t — температура воды; uz — осевая скорость движения 
жидкости в капилляре; а = λ/(сρ), а — коэффициент тем-
пературопроводности воды; λ и с — коэффициент тепло-
проводности и удельной теплоемкости, соответственно; 
ρ — плотность воды.

С небольшой погрешностью, в реальных условиях, 
скорость uz жидкости заменяют осредненным значением 
ее по поперечному сечению канала. Тогда уравнение (2) 
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где β — удельное значение коэффициента температуро-
проводности в долях вычисляемой в соответствии с (4) 
осевой скорости uz

 β = а/uz,  (4)

здесь uz = v0/В; v0 = Q/S — расходная скорость жидкости 
в емкости (скорость фильтрации [9]), S = πR2 — площадь 
поперечного сечения емкости.

Граничное условие по значению температуры на вхо-
де в канал

 t(r, z) = t0 при 0 ≤ r ≤ r0, z = 0, (5)

где, для простоты, полагают t0 = const.
Условие симметричности распределения темпера-

туры по радиусу канала

 ¶ ¶ =t r/ 0  при r = 0, 0 < z ≤ h. (6)

Поскольку поток теплоты развивается от жидкости 
к стенке капилляра (рис. 1), в качестве граничного усло-
вия на поверхности данного канала выбирают [12]:

 Н[t(r0, z) – tк] – ∂t(r0, z)/∂r = 0 (0 < z ≤ h),  (7)

где Н = α/λ; α — коэффициент теплоотдачи от капилляра 
к жидкости; tк — эвтектическая температура заморожен-
ного шара.

Таким образом, как видно, в рамках принятой тер-
минологии в теории теплопередачи [12], согласно выра-

жениям (5)–(7), получили задачу с граничными услови-
ями третьего рода для дифференциального уравнения (3).

С точки зрения количественного анализа теплового 
режима в стационарном потоке жидкости внутри капил-
ляра поставленная задача, при условии, что диаметр dк 
капилляра много меньше длины h емкости, формально 
эквивалентна задаче о распределении температуры при 
неустановившемся режиме в неограниченном цилиндре, 
причем, в таком случае, роль времени t протекания про-
цесса теплопередачи здесь играет осевая координата z.

Поэтому, адаптированное на краевую задачу (3)–(7), 
решение записывают в форме [12]:

 q n n= � Ч � Ч
=
е1 0 0
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( / ) exp( ),Fo*  (8)

где θ — приведенная, удельная по разности температуры 
tк шара и исходной t0 температуры хладоносителя, теку-
щая разность температуры t(d, В, r, z) охлаждаемой жид-
кости и температуры t0

 θ = θ(d, В, r, z) = (t – t0) / (tк – t0) > 0;  (9)

 Аi = 2J1(vi) / {vi[J0 (vi)2 + J1 (vi)2]};  (10)

J0, J1 — функция Бесселя первого рода нулевого и пер-
вого порядка соответственно; vn — положительные кор-
ни трансцендентного уравнения [12]:

 J0(v)/J1(v) = v/Bi; (11)

 Bi = Bi (α, d, В) = αr0 / λ — критерий Био; (12)

 Fo* = Fo* (z, d, В) = βz / r0
2 — (13)

модифицированный критерий Фурье, β определяется 
по уравнению (4), r0 — по уравнению (1).

Численный эксперимент
Количественное моделирование исследуемого про-

цесса проводилось на базе соотношений (8)–(13), с ис-
пользованием среды Мathcad [13].

В качестве фиксированных, по всем вариантам рас-
чета, значений параметров процесса принимали: h = 0,5; 
D = 0,1 — длина и диаметр емкости соответственно, м; 
плотность воды ρ = 103 кг/м3; коэффициент кинематиче-
ской вязкости v = 10–6 м2/с; эвтектическая температура 

Рис. 1. Схема к расчету процесса охлаждения жидкости за-
мороженными шарами

Fig. 1. Computational scheme of liquid cooling by frozen balls
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шара tк = –10 °С; коэффициент теплопроводности 
λ = 0,58 Вт/(м×К); коэффициент температуропроводности 
a = 13,8∙10–8 м2/с [14]; диаметр шара d = 0,04 м. Расчет те-
кущей температуры хладоносителя осуществлялся 
по двум вариантам производительности оборудования 
(по воде) Q = 0,6 л/мин; 1,2 л/мин и двум вариантам ис-
ходной температуры воды t0 = 40 °С и t0 = 20 °С. Порозность 
жидкостной системы полагают В = 0,4.

Количество шаров в емкости:

N = 1,5D2h × (1 – В)/d3 = 1,5 × 0,12 × 0,5 × 0,6/0,043 = 70 штук.

Рассчитываемая по формуле v0 = 4Q/ (πD2) расходная 
скорость (скорость фильтрации) при расходе Q = 0,6 л/мин 
составила v0 = 4 × 105 / (3,14 × 0,12) = 1,27 × 10–3 м/с; скорость 
жидкости u01 = v0/В = 1,27 × 10–3/0,4 = 3,18 × 10–3 м/с, при 
Q = 1,2 л/мин — u02 = 6,36 × 10–3 м/с.

В соответствии с этим, согласно формуле (13), по ка-
ждому из вариантов расхода модифицированный крите-
ри й Ф у рье  измен яе т ся  в  обла с т и значен и й:   
Fo* (Q = 0,6 л/мин)  [0, 0,081]; Fo* (Q = 1,2 л/мин)  [0, 0,041].

При этом, в качестве расчетной величины приведен-
ной по радиусу r температуры q внутри капилляра вы-
бирают ее осредненное по площади поперечного сечения 
канала значение θср, т. е., приближенно, принимают

 q qср( , , ) ( , , , ) ,d B z
r

d m r z rdr
r

= т2

0
2 0

0  (14)

где r0 = r0 (d, В) вычисляют по (1), θ (d, В, r, z) — по (7) и (8).
В результате чего, в качестве расчетной на базе ре-

жимных параметров процесса осевой координаты z про-
текания процесса по температуре воды, выбирана зави-
симость

 t (z) = t0 + (tк – t0)θ, (15)

где, как и в дальнейшем, по умолчанию, величину θ рас-
считывают на основе выражения (14).

При этом, поскольку из условия протекания процес-
са как стационарного явления, следует, что между кине-
матическими характеристиками этого процесса — вре-
менем τ и координаты z имеет место зависимость z = u0τ, 
то в целях удобства анализа результатов расчетов, наря-
ду с (15), используют зависимость:

 t (τ) = t0 + (tк – t0) θ, (16)

где τ = z/u0.
Предварительно, с целью оценки быстроты сходи-

мости, особенно в области небольших значений критерия 
Fo*, ряда (8), на пробном примере, при температуре 
t0 = 40 °С, коэффициенте теплоотдачи [15] α = 500 Вт/(м2∙К) 
(рис. 2), были проведены вычисления на основе зависи-
мости (14). Для чего, на базе определяемого по (12) зна-
чения параметра Bi = αr0/λ = 500 × 0,016 / 0,58 = 14, находили 
последовательно, начиная с первой до шестой суммы, 
включительно, частичные суммы этого ряда.

Учитывая, что определение корней трансцендент-
ного уравнения (11) при варьировании входящих в вы-
ражение критерия Bi параметров сопряжено с трудоем-
кими вычислениями, для расчета пользуются таблич-
ными данными по корням этого уравнения [12]. Для всех 
вариантов расчета небольшое различие по величине 
частичных сумм отмечается, лишь начиная с шестой 

суммы (рис. 3). Поэтому в расчетах ограничиваются со-
хранением в решении (8) суммы из шести членов этого 
ряда.

По зависимостям (8)–(13), (15), (16), в области варьи-
рования реальных значений параметров процесса охлаж-
дения воды системой замороженных шаров, были полу-
чены, отраженные графиками рис. 4, 5, результаты расче-
та. Причем, визуальный анализ кривых рис. 3–5 выявляет, 
согласующуюся с физическим смыслом, зависимость 
от режимных параметров и переменных исследуемой за-
дачи.

А именно, поскольку расчетное значение темпера-
туры хладоносителя вдоль по каналу понижается, то, 

Рис. 2. Результаты опытных измерений коэффициента α  
теплоотдачи в зависимости от температуры t воды  

для системы «вода–лед» [15]
Fig. 2. The experimental results for the heat transfer coefficient α 

depending on the water temperature t  
for the water–ice system [15] 
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for 4–6 the number of summands is from 4 to 6)
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исходя из данных рис. 3, удельная температура q охлаж-
даемой жидкости возрастает в том же направлении.

В свою очередь, из сравнительного анализа габиту-
са графиков рисунков следует, что градиент по оси z 
(рис. 4) и по времени t (рис. 5) температуры жидкости, 
естественно, увеличивается в связи с ростом разности 
температур между герметичными шарами и охлаждае-
мой жидкостью (на рис. 4, 5 крутизна графика 1 больше 
крутизны графика 2).

Кроме того, согласно проведенному расчету, эффек-
тивность процесса охлаждения воды, как и должно быть, 
снижается вместе с увеличением расхода жидкости (на-
пример, на рис. 4 кривая 3 расположена выше кривой 1).

Однако нужно отметить, что, несмотря на качествен-
ное согласие полученных расчетных результатов с фи-
зическим смыслом развития исследуемого процесса, 
количественная оценка данного процесса нуждается 
в уточнении.

Известно, что во многих работах по теории тепло-
проводности граничное условие на поверхности раздела 
фаз полагается зафиксированным, тогда как в процессе 
теплообмена между фазами гетерогенной системы (на-
пример, между жидкостью и хладоносителем) темпера-
тура фаз сближается по величине, как и в исследуемой 
задаче, интенсивность отдачи холода от шара к жидкости.

Поэтому представленные рис. 4, 5 результаты 
по темпу охлаждения жидкости, в действительности, 
имеют незначительное отличие по сравнению с реаль-
ными данными по скорости проведения процесса тепло-
обмена.

Выводы
1. Для обоснования явления передачи теплоты в по-

токе от жидкостной среды к шарам с эвтектическим за-
мороженным раствором инновационной технологии ох-
лаждения данной среды используется аналитический 
аппарат по прогнозированию протекания этого процесса.

2. При количественном анализе поставленной зада-
чи применяется гипотеза кинетики фильтрационного 
движения жидкости, когда занимаемый охлаждаемой 
жидкостью рабочий объем между шарами заменяется 
эквивалентным по объему скоплением цилиндрических 
капиллярных каналов. Что позволило, с точки зрения 
аналитического и численного исследования теплового 
режима в стационарном потоке жидкости внутри рабочей 
емкости, свести эту проблему к рассмотрению данного 
режима в изолированном капилляре.

3. Выбранные условия по размерам емкости и шаров, 
объемному содержанию шаров в емкости создали пред-
посылки реализовать количественное моделирование, 
рассматриваемого в работе процесса, исходя из расчет-
ных зависимостей о распределении температуры при 
неустановившемся режиме в неограниченном цилиндре.

4. С целью оценки эффективности процесса охлаж-
дения потока жидкости в емкости с замороженной твердой 
фазой и развитой поверхностью теплообмена, в области 
реальных значений параметров исследуемого явления, 
на основе полученных зависимостей по температуре в по-
токе проведено численное моделирование процесса ох-
лаждения данной среды и выявлены режимные параметры 
по прогнозированию протекания этого процесса.

Рис. 4. Зависимости температуры t охлаждаемой жидкости 
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сти, критерия Bi и фиксированных значениях диаметра d 
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