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Анализ различных моделей среднего диаметра  
линии фазового равновесия R236ea

Канд. техн. наук С. В. РЫКОВ1, канд. техн. наук И. В. КУДРЯВЦЕВА,
д-р техн. наук В. А. РЫКОВ, А. В. СВЕРДЛОВ, М. НУРЫШЕВА
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Университет ИТМО

Выполнен анализ различных вариантов линии фазового равновесия холодильного агента R236ea, разработанных 
в рамках модели среднего диаметра Вегнера ( [1–α] -модели) и [2β] -модели. Особенность предложенного подхода 
заключается в том, что плотность насыщенного пара ρ– и во всех трех моделях среднего диаметра fd описыва-
ется одним и тем же уравнением Клапейрона – Клаузиуса, в которое вместо теплоты парообразования r введена 
«кажущаяся» теплота парообразования r*: r* = r/ [1 – ρ – /ρ+], в то время как плотность насыщенной жидкости 
ρ+ описывается в этих моделях разными уравнениями, но имеющими один и тот же набор слагаемых с одинако-
выми показателями степени. Таким образом, предложенная система уравнений для линии фазового равновесия 
имеет физически обоснованную структуру и позволяет в модели среднего диаметра fd учесть все компоненты, 
включая линейный компонент τ = 1 – T/Tc. Перечисленные модели среднего диаметра апробированы при расчете 
линии фазового равновесия R236ea в диапазоне температур от Ttr (тройная точка) до Tc (критическая точка).
Ключевые слова: линия упругости, «кажущаяся» теплота парообразования, хладон R236ea, диаметр порядка, сред-
ний диаметр, линия фазового равновесия, критические индексы.
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The analysis of various variants of the phase equilibrium line of the refrigerant R236ea, developed in the framework of 
the model of the average diameter of the Wegner or [1 – α] -model, [2β] -model, is performed. The peculiarity of the proposed 
approach is that the density of saturated steam ρ– and in all three models of average diameter fd is described by the same 
Clapeyron-Clausius equation, in which instead of the heat of vaporization the “apparent” heat of vaporization r* is introduced: 
r* = r/ [1 – ρ – /ρ+] while the density of the saturated liquid ρ+ is described in these models with different equations, but having 
the same set of terms with the same exponents. Thus, the proposed system of equations for the phase equilibrium line has 
a physically justified structure and makes it possible to take into account all components in the average diameter fd model, 
including the linear component τ = 1 – T/Tc. The listed models of average diameter were tested when calculating the phase 
equilibrium line R236ea in the temperature range from Ttr (triple point) to Tc (critical point).
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Введение
Информация о равновесных свойствах холодильных 

агентов и других технически важных веществ на линии 
фазового равновесия, используемых в энергетике, имеет 
важное практическое значение. Получение этой инфор-
мации во всем диапазоне линии насыщения, от темпера-
туры Ttr тройной точки до температуры в критической 
точке Tc является сложной и дорогостоящей задачей. По-
этому для расчета параметров линии насыщения, линии 
упругости и теплоты парообразования используются 
расчетные методы [1–5], которые не требуют наличия 
информации о плотности ρ– и давлении ps насыщенного 
пара, плотности ρ+ насыщенной жидкости и теплоте па-
рообразования r во всем диапазоне температур от Ttr до Tc.

Чтобы неопределенность расчетных методов была 
минимальной, необходимо использовать такие уравнения 
для описания ρ – , ρ+, ps и r, которые качественно верно, 
то есть в соответствии с требованиями современной фи-
зики, описывают поведение линии фазового равновесия 
от тройной точки до критической точки. В частности, 
к таким требованиям относится качественное и количе-
ственно верное описание, в рамках используемой модели 
линии насыщения, поведения среднего диаметра fd:

	
+ �r + r= �

r
1

2d
c

f ,� (1)

где ρ+ — плотность насыщенной жидкости; ρ– — плот-
ность насыщенного пара; ρc — критическая плотность.

При описании линии фазового равновесия до 2000 г. 
использовались фактически две модели среднего диаметр. 
Во-первых, это линейная модель [9, 10], в рамках которой 
функция fd описывается зависимостью:

	 ( ) ( )® = t + td cf T T A o ,� (2)

где τ = 1 – T/Tc; T — абсолютная температура; о — символ 
Ландау.

Теория критических явлений, бурный расцвет кото-
рой пришелся на вторую половину прошлого века, на ос-
нове ренорм-группового анализа и  e -разложения [11] 
предсказала другую модель поведения криволинейного 
диаметра [12, 13]:
	 ( ) ( )�a �a® = t + t1 1

d cf T T A o ,� (3)

где α — критический индекс изохорной теплоемкости, 
a  0,1  [11].

Модель среднего диаметра (3) была предложена Вег-
нером и в дальнейшем мы будем обозначать ее как 
[1 – α]‑модель.

Модель среднего диаметра b[2 ]
Модель [1 – α] до 2000 г. была признана единственной 

теоретически обоснованной моделью среднего диаметра 
линии насыщения и, вследствие этого, получила широкое 
распространение. Видимо поэтому в то время не при-
влекла внимание исследователей работа [14], выполнен-
ная в ЛТИХП (г. Ленинград, 1988 г.), в которой было 
предложено описывать плотность паровой ветви линии 
насыщения на основе уравнения:

	 ( )�r = Ч
*

sdpT
T

dTr
,� (4)

где ps — давление насыщенного пара; r* — «кажущаяся» 
теплота парообразования, которая связана с теплотой 
парообразования r зависимостью:

	
�

+

ж цr= �з ч
rи ш

* 1r r  � (5)

Привлекательность описания плотности ρ– (Т), на ос-
нове формулы (4), обусловлена тем, что и теплота r*, 
и давление ps измеряются экспериментальным путем [14]. 
При этом следует учитывать, что характер поведения 
функции ps (Т) теоретически и экспериментально обо-
снован и в окрестности критической точки [10]:

	 ( )�a �aй щt = + t + t + tл ы
2 2

1 2( ) 1s сp p a a o � (6)

и в непосредственной близости от тройной точки [15]:

	 ж ц= �з чи ш
0( ) exps с

a
p T p

T
,� (7)

где a0 > 0 — индивидуальный параметр; ps — критиче-
ское давление.

В работе [14] предложена зависимость ps (Т), которая 
удовлетворяет требованиям (6) и (7):

 

	 ,� (8)

где ai — постоянные коэффициенты, { }О 1,2,3,...,Mi ; 
( ) ОNn i ; = / ct T T ; D  — первый неасимптотический 

критический индекс: D  0.5 .
Выражение для r* в [14] выбрано таким образом, 

чтобы удовлетворить требованиям масштабной теории 
и позволить количественно с малой неопределенностью 
описать опытные данные о «кажущейся» теплоте паро-
образования R218:

	 ( ( )b b+D �a
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ц
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где di — постоянные коэффициенты; ( ) Оy i N .
Заметим, что выражение (9) использовалось в рабо-

тах [16–18] при описании свойств различных холодиль-
ных агентов.

Система уравнений (4), (8) и (9) позволяет передать 
плотность ρ– на паровой ветви линии насыщения с малой 
неопределенностью, не превышающей неопределенности 
опытных данных [19] (см. [20]), и в соответствии с моде-
лью среднего диаметра [2β]:

	 ( ) ( )b �a �a® = t + t + t2 1 1
d cf T T A B o � (10)

описать поведение �r :

( )� b b b+D �a
®

r = r + t + t + t + t +2 1
0 1 2 3 4 ...

c
с

T T
d D D D D .� (11)

Начиная с 2000 г., благодаря теоретическим рабо-
там [21, 22], модели (10) и (11) получили признание 
и начали исследоваться многими авторами [2–4, 23–25]. 
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В работе [26] показано, что точность описания ρ – , на ос-
нове уравнения (4), можно повысить, если в функцию 
(9) ввести дополнительное слагаемое, пропорциональ-
ное τ2β:

 

	 ,� (12)

где s (i) = 1 + (5 – i) β.
Заметим, что введение дополнительного слагаемого 

в (12) не приводит к изменению структуры выражения 
(11) вблизи критической точки.

Теперь для описания линии фазового равновесия 
в соответствии с моделью (10) необходимо использовать 
уравнение для жидкостной ветви линии насыщения, име-
ющего ту же структуру при ® cT T , что и уравнение (11). 
Поэтому мы выбрали выражение для функции ρ+ (Т) 
в виде:

 

	 .� (13)

Наш анализ выражений (4), (8) и (11) показал, что 
коэффициенты этих уравнений связаны между собой 
следующими равенствами:
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Таким образом, выбирая в (13) коэффициенты *
3D   

и  *
4D  в соответствии с (14):
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получим модель среднего диаметра (10).

Если в (13) коэффициенты *
3D  и  *

4D  удовлетворяют 
равенствам:
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то получим для среднего диаметра fd модель [1 – α] (3).

Линия фазового равновесия R236ea
На основе уравнений (4), (7), (12) и (13) мы описали 

для R236ea данные о давлении ps [27–32], плотности ρ+ 
и ρ– [27–29, 34–35] для двух вариантов fd:

—  вариант I: выполняются равенства (15), модель [2β];
—  вариант II: выполняются равенства (16), модель 

[1 – α].
Коэффициенты уравнений (4), (7) и (12) устанавли-

вались на основе данных работ [27, 29, 32, 34, 35], путем 
поиска минимума функционалов:

	 ( )
=

й щ= �л ые
100 2

, , ,
1

s s

ex ras
p p n s n s n

n

Ф Q p p ,� (17)

	 ( )� �
� �
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n
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где ,sp nQ  и  �r ,n

Q  — вес соответствующей n -ой опытной 

точки ,
ex
s np  или �r ,ex

n ; ,
ras
s np  и  �r ,ras

n  — значения давления 
и плотности, рассчитанные соответственно по уравне-
ниям (7) и (4), (12).

При этом критические индексы выбраны в соответ-
ствии с масштабной теорией [11]: α = 0,11, β = 0,325 
и Δ = 0,51. В ходе поиска коэффициентов уравнения (7) 
на основе минимизации функционалов (17) и (18), мы 
установили значения критических параметров R236ea: 
ps = 3,41695 МПа, ρs = 563 кг/м3, Tc = 412,3801 К.

В результате получены значения коэффициентов 
и параметров уравнений (7) и (4), (12), которые приведе-
ны в табл. 1 и 2.

Результаты сравнительного анализа опытных дан-
ных [27, 29, 32, 34, 35] и расчетных значений ,

ras
s np  и  �r ,ras

n  
представлены на рис. 1, 2.

Таблица 1
Коэффициенты и параметры (7)

Table 1
Coefficients and parameters (7)

i ai n (i) i ai n (i) 
0 13,8  — 5 41,56405515467 3
1 8,691970045447  — 6 –33,60392555014 5
2 207,8636296092  — 7 35,90836752245 7
3 92,62472654246  — 8 –36,44499800073 9
4 –262,2190347318 2  — —  — 

Таблица 2
Коэффициенты и параметры (12)

Table 2
Coefficients and parameters (12)

i di i di

0 8,691970045447 3 –42,8041137641
1 15,0479824374 4 29,2631979938
2 17,6143631770 5 17,8226277957

Коэффициенты уравнения (13) устанавливались 
на основе данных [27, 28, 34], путем поиска минимума 
следующего функционала:

	 ( )+ +
+ +

r r
=

й щ= r � rк ъл ые
100 2

, ,
,

1

Ф ex ras
n nn

n

Q ,� (19)

где +r ,n
Q  — вес соответствующей n-й опытной точки 

+r ,ex
n ; +r ,ras

n  — значения плотности, рассчитанные 
по уравнению (13).

В результате мы получили следующие значения 
коэффициентов и параметров уравнения (13), которые 
приведены в табл. 3 (вариант [2β] (15)) и табл. 4 (вари-
ант [1 – α] (16)). На рис. 3 мы ограничились представле-
нием информации о точности описания +r ,ex

n  [27, 28, 
33, 34] в рамках модели [2β], так как модель [1 – α] опи-
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Рис. 3. Относительные отклонения 
+ + + +dr = r � r r Ч, , ,( ) / 100%ex ras ex  плотности +r ,ras  на линии  

насыщения, рассчитанные по уравнению (13), от известных 
значений +r ,ex  [27, 28, 33, 34]: 1 — [34]; 2 — [27]; 3 — [28]; 

4 — [33]

Fig. 3. Relative + + + +dr = r � r r Ч, , ,( ) / 100%ex ras ex  density +r ,ras

deviations on the saturation line calculated by equation (13)  
from +r ,ex  known values [27, 28, 33, 34]: 1 — [34]; 2 — [27]; 

3 — [28]; 4 — [33]
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Coefficients and parameters (7) 
 

i  ai n(i) n ai n(i) 
0 13,8 – 5 41,56405515467 3 
1 8,691970045447 – 6 –33,60392555014 5 
2 207,8636296092 – 7 35,90836752245 7 
3 92,62472654246 – 8 –36,44499800073 9 
4 –262,2190347318 2 – - – 

 
Таблица 2 

Коэффициенты и параметры (12) 
Table 2 

Coefficients and parameters (12) 
 

i di i di 
0 8,691970045447 3 –42,8041137641 
1 15,0479824374 4 29,2631979938 
2 17,6143631770 5 17,8226277957 
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Рис. 1. Отклонения ( ) / 100%ex ras ex
s s s sp p p p     давления ras

sp  на линии упругости, 

рассчитанные по уравнению (8), от известных значений ex
sp  [27–33]: 1 – [27]; 2 – [28]; 3 – 

[28]; 4 – [29]; 5 – [30]; 6 – [31]; 7 – [32]; 8 – [33]; 9 – [28] 
Fig. 1. Pressure ( ) / 100%ex ras ex

s s s sp p p p     deviations ras
sp  on the elasticity line calculated by 

equation (8) from ex
sp  known values [27-33]: 1 – [27]; 2 – [28]; 3 – [28]; 4 – [29]; 5 – [30]; 6 – 

[31]; 7 – [32]; 8 – [33]; 9 – [28] 
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Рис. 2. Отклонения , , ,( ) / 100%ex ras ex          плотности ,ras  на линии насыщения, 
рассчитанные по уравнению (13), от известных значений ,ex  [27, 29, 33-35]: 1 – [34]; 2 – 

[27]; 3 – [27]; 4 – [35]; 5 – [29]; 6 – [33] 
Fig. 2. Density , , ,( ) / 100%ex ras ex          deviations ,ras  on the saturation line calculated 

by equation (13) from ,ex known values [27, 29, 33-35]: 1 – [34]; 2 – [27]; 3 – [27]; 4 – [35]; 5 – 
[29]; 6 – [33] 

 

Коэффициенты уравнения (13) устанавливались на основе данных [27, 28, 

34], путем поиска минимума следующего функционала: 
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плотности, рассчитанные по уравнению (13). 

В результате мы получили следующие значения коэффициентов и 

параметров уравнения (13), которые приведены в табл. 3 (вариант [2β] (15)) и 

табл. 4 (вариант [1–α] (16)). На рис. 3 мы ограничились представлением 

информации о точности описания ,ex
n
  [27, 28, 33, 34] в рамках модели [2β], так 

как модель [1–α] описывает эти данные с несколько меньшей точностью (но в 

пределах их экспериментальной неопределенности). 

 

 

 

 

Рис. 1. Отклонения d = � Ч( ) / 100%ex ras ex
s s s sp p p p  давления ras

sp  
на линии упругости, рассчитанные по уравнению (8),  

от известных значений ex
sp  [27–33]:  

1 — [27]; 2 — [28]; 3 — [28]; 4 — [29]; 5 — [30];  
6 — [31]; 7 — [32]; 8 — [33]; 9 — [28]

Fig. 1. Pressure d = � Ч( ) / 100%ex ras ex
s s s sp p p p  deviations ras

sp  
on the elasticity line calculated by equation (8) from ex

sp  known 
values [27–33]: 1 — [27]; 2 — [28]; 3 — [28]; 4 — [29]; 5 — 

[30]; 6 — [31]; 7 — [32]; 8 — [33]; 9 — [28]

Рис. 2. Отклонения � � � �dr = r � r r Ч, , ,( ) / 100%ex ras ex  плотности 
�r ,ras  на линии насыщения, рассчитанные по уравнению (13), 
от известных значений �r ,ex  [27, 29, 33–35]: 1 — [34]; 2 — 

[27]; 3 — [27]; 4 — [35]; 5 — [29]; 6 — [33]
Fig. 2. Density � � � �dr = r � r r Ч, , ,( ) / 100%ex ras ex  deviations �r ,ras  

on the saturation line calculated by equation (13) from �r ,ex known 
values [27, 29, 33–35]: 1 — [34]; 2 — [27]; 3 — [27]; 4 — [35]; 

5 — [29]; 6 — [33]
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Таблица 3 
Коэффициенты и параметры (13). Вариант I, модель [2β]  

Table 3 
Coefficients and parameters (13). Option I, model [2β] 

 

i Di i Di 
1 1,731251069517248 6 –0,1248741255639 
2 –4,924558361371886 7 869,949176054 
3 0,970720385332132 8 –2136,78780101 
4 –1,827836692473682 9 1948,40761253 
5 –48,56499225699752 10 –626,240064601 

 
Таблица 4 

Коэффициенты и параметры (13). Вариант II, модель [1–α]  
Table 3 

Coefficients and parameters (13). Option II, model [1–α] 
 

i Di i Di 
1 1,731251069517248 6 –0,1248741255639 
2 –4,924558361371886 7 1048,08344232 
3 –0,970720385332132 8 –2661,46796047 
4 –1,827836692473682 9 2481,26263996 
5 –48,56499225699752 10 –810,761915946 
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Рис. 3. Относительные отклонения , , ,( ) / 100%ex ras ex          плотности ,ras  на 

линии насыщения, рассчитанные по уравнению (13), от известных значений ,ex  [27, 28, 33, 
34]: 1 – [34]; 2 – [27]; 3 – [28]; 4 – [33] 

Fig. 3. Relative , , ,( ) / 100%ex ras ex          density ,ras deviations on the saturation line 
calculated by equation (13) from ,ex  known values [27, 28, 33, 34]: 1 – [34]; 2 – [27]; 3 – [28]; 

4 – [33] 
 

 

сывает эти данные с несколько меньшей точностью 
(но в пределах их экспериментальной неопределен
ности).

Выводы
Предлагаемая модель линии фазового равновесия 

позволяет: во-первых, описать опытные данные о плот-
ности ρ – , ρ+ и давлении ps R236ea в пределах их экспери-
ментальной неопределенности (рис. 1–3), во-вторых, обе-
спечить согласованность значений �r ,ras , +r ,ras  и  ras

sp , 

рассчитанных по предлагаемой методике (уравнения (4), 
(7), (12), (13)) в диапазоне от тройной точки до критиче-
ской точки, в-третьих, провести анализ различных моде-
лей среднего диаметра и выбрать оптимальный для ис-
следуемого вещества.

Для линии фазового равновесия холодильного аген-
та R236ea мы рекомендуем использовать модель средне-
го диаметра [2β], как обеспечивающую описание плот-
ности на линии насыщения с большей точностью, чем 
модель среднего диаметра [1 – α].

Таблица 3
Коэффициенты и параметры (13).  

Вариант I, модель [2β]

Table 3
Coefficients and parameters (13). Option I, model [2β]

i Di i Di

1 1,731251069517248 6 –0,1248741255639
2 –4,924558361371886 7 869,949176054
3 0,970720385332132 8 –2136,78780101
4 –1,827836692473682 9 1948,40761253
5 –48,56499225699752 10 –626,240064601

Таблица 4
Коэффициенты и параметры (13).  

Вариант II, модель [1 – α]

Table 4
Coefficients and parameters (13).  

Option II, model [1 – α]
i Di i Di

1 1,731251069517248 6 –0,1248741255639
2 –4,924558361371886 7 1048,08344232
3 –0,970720385332132 8 –2661,46796047
4 –1,827836692473682 9 2481,26263996
5 –48,56499225699752 10 –810,761915946
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