
79Физика

УДК 536.71

Непараметрическое уравнение состояния,  
разработанное на основе феноменологической теории 
критической точки с использованием теории подобия
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Рассмотрен один из вариантов построения масштабного уравнения состояния с помощью феноменологической 
теории Мигдала А. А. В рамках данного варианта рассмотрена гипотеза о связи критических индексов β и γ 
равенством γ = 4β, в дополнение к равенствам Гриффитса: 2 – α = βδ + β и γ = βδ – β. Предложен вариант построения 
масштабного уравнения с использованием соотношения подобия между моделью решеточного газа и реальной 
жидкости. Это позволило уменьшить число индивидуальных параметров масштабной функции до одного. Пред-
ложенный подход апробирован на примере построения масштабного уравнения аргона. Проведен сравнительный 
анализ с масштабными уравнениями состояния аргона, где критические индексы задаются в соответствии 
с равенствами Гриффитса и условием γ = 3β, обоснованным Бондаревым В. Н. в рамках статистической теории 
критической точки.
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One of the options for constructing a scaled equation with the use of Migdal’s phenomenological theory is analyzed. In 
the framework of this option, the hypothesis of the relationship between critical indices β and equality γ is considered 
the equation γ = 4β, in addition to Griffith’s equalities: 2 – α = βδ + β and γ = βδ – β. A variant of constructing a scale equation 
using the similarity relation between a lattice gas model and a real liquid is proposed. That allowed us to reduce the number of 
individual parameters of the scale function to one. The proposed approach is tested on the example of constructing the scale 
equation of argon. A comparative analysis is carried out with the scale equations of state of argon, where the critical indices 
are specified in accordance with the Griffith equalities and the condition γ = 3β justified by Bondarev V. N. in the framework 
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Введение
При расчете равновесных свойств индивидуальных 

веществ, вблизи критической точки системы жид-
кость-пар, важным является, во-первых, насколько фи-
зически обоснована масштабная функция a (x) свободной 
энергии F, которая входит в сингулярную составляющую 
Fr масштабного уравнения состояния, во-вторых, значе-
ния критических индексов (α, β, δ, γ), которые входят в Fr. 
В настоящее время предпринято несколько попыток [1]–
[14] построить уравнение состояния, в котором масштаб-
ная функция a (x) рассчитывается на основе масштабной 
функции h (x) химического потенциала μ в координатах 
плотности ρ и абсолютной температуры T.

Одно из решений данной задачи может быть полу-
чено на основе следующего представления масштабной 
гипотезы:
	 Dm j j j jg b gЧ = + + + + ++( )K m m m mT i

i/ ... ...0 2
2

4
4

2
2 ,� (1)

где KT — коэффициент изотермической сжимаемости; 
Dm r m r m= ( )� ( )йл щыc c sp T T/ ,  — сингулярная составляющая 
химического потенциала; μs (T) — значение химическо-
го потенциала на линии насыщения при температуре T; 
φ0 и φ2i — постоянные; i NО ; ρc и pc — критические плот-
ность и давление, соответственно.

Частным случаем выражения (1) является зависи-
мость:
	 Dm j jg b gЧ = ++( )K m mT i

i/
0 2

2 .� (2)

Значение переменной m в уравнениях (1) и (2) опре-
деляется на основе зависимости [15, 16]:
	 m KT= ЧDr g b/ ,� (3)

где Dr r r= �/ c 1 .
Как показано в работе [1], для того, чтобы перейти 

в (1) к переменным ρ – T, можно воспользоваться гипоте-
зой Бенедека [17] и следующим представлением функции 
KT [10]:

	 K A x A x xT = +( ) = +( )
� � �t r rb g g b g

1
1

1D D/ ,� (4)

где τ = T/Tc – 1; x1 и A — постоянные; x = t r b
/

/D 1 .
Из выражений (2)–(4) непосредственно следует мас-

штабное уравнение состояния Вайдома [15]:
	 D D Dm r r d= ( )�1

h x ,� (5)

где A1 и A2 — постоянные коэффициенты; функция h (x) 
имеет вид:

	 h x A x x A x x
i( ) = +( ) + +( )й

л
щ
ы

� +
1 1 2 1

2g g b b .� (6)

Если в (6) выбрать значение критических индексов 
с использованием равенств Гриффитса:
	 a bd b= � �2  и  g bd b= � ,� (7)

и дополнительного условия
	 g b= �( )2 1i ,� (8)

то имеем δ = 2i, а масштабная функция (5) сводится к мас-
штабной функции, разработанной Безверхим П. П. и др. 
[8]:

	 h x A x x x x( ) = +( ) � �( )й
л

щ
ы1 1 1 0

g g ,� (9)

где x0 — значение x на линии насыщения.

В работах [18, 19] на основе анализа интегральных 
уравнений для корреляционных функций рассчитаны 
так называемые «неклассические» критические индексы:

a = =1 8 0 125/ , ; b = =3 8 0 375/ , ;  
	 g = =9 8 1 125/ , ; d = 4 .� (10)

Из (10) следует, что кроме равенств Гриффитса (7), 
критические индексы удовлетворяют дополнительному 
условию:
	 g b= 3 .� (11)

Зависимость (11) согласуется с дополнительным ус-
ловием (8), i = 2. Условие (8) получено непосредственно 
из уравнения (1), которое не удовлетворяет классической 
феноменологической теории Мигдала А. А. [16]:

	 Dm j j j
g b

gЧ = + + +
+

K m m mT 1 3
3

5
5 ... � (12)

Кроме того, значение δ = 4 существенно отличается 
от следующего из масштабной теории [15] значения 
δ = 4,815, с которым лучше согласуется δ = 5.

В свете выше изложенного на данный момент пред-
ставляет научный интерес решение следующих задач:

—  метод построения физически обоснованного 
уравнения (5), (9) на основе (12) при условии δ = 5;

—  сравнительный анализ уравнений состояния, 
рассчитанных, во-первых, на основе масштабной функ-
ции (9) при различных значениях критических индексов, 
включая набор критических индексов (10), и, во-вторых, 
масштабной функции h (x), рассчитанной на основе за-
висимости (12).

Теория метода
Наложим на коэффициенты φi уравнения (12) следу-

ющее условие j1 0№ , j5 0№  и j3 0=  [1]. Тогда (12) сводит-
ся к уравнению [1]:

	 Dm j jg b gЧ = ++( )K m mT
/

1 3
5 .� (13)

Подставим выражения (3) и (4) в зависимость (13) 
и в результате, после ряда алгебраических преобразова-
ний, получим:

	 D D Dm r r d g g b= Ч +( ) + +( )й
л

щ
ы

� �1
1 1 2 1

4
A x x A x x .� (14)

Наложим на критические индексы β и γ дополни-
тельное условие:
	 g b= 4 .� (15)

Приведем (14) к виду (5) с масштабной функцией (9), 
а на основе равенств (7) получим следующие выражения 
для критических индексов:

	 d = 5 , a b= �2 6 .� (16)

Параметры и коэффициенты (9) найдем на основе 
масштабной функции h1 (x), линейной модели [20]:

	 h x
a

k k
l ( ) = �

( ) �
0

2

1

1 q

q
d ,� (17)

где θ — «угловая» переменная; k b x= �( )2
01

b b/ ; a0 — «ин-
дивидуальная» постоянная, характеризующая данное 
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вещество; b — параметр, значение которого определяет-
ся только критическими индексами:

	 b = �( ) �( ) �( )� �d d b3 1 1 2
1 1 .� (18)

Заметим, что в рамках ЛМ равенства q = 0 , q = 1   
и  q = �b 1  — это соответственно уравнения критической 
изохоры, Dr = 0, линии насыщения, x x= � 0 , и критической 
изотермы, t = 0 .

Воспользуемся тем, что на критической изохоре 
имеет место равенство:
	 h x hl® Ґ( ) = =( )q 0 ,� (19)

и получим выражение для функции h x( )  в виде:

	 h x
a x

k
( ) = +( ) � �( )й

л
щ
ы

0 0
1 1 1

g
g gj j j ,� (20)

где j = x x/ 0  и j1 1 0= x x/ .
Значение параметра φ1 в (20) определим на основе 

равенства [14]:
	 h x h bl=( ) = = ±( )0 1q / .� (21)

Заметим, что равенство (21) выполняется в каждой 
точке критической изотермы.

В результате получим уравнение:

	 j jg g d g
1 1

3 2 1
1 1( ) � �( ) = �( )� �

b b .� (22)

Из выражений (18) и (22) непосредственно следует, 
что параметр j1  является универсальным, так как его 
значение определяется только значениями критических 
индексов γ и δ. Например, если критические индексы γ 
и δ принимают, соответственно, значения δ = 5 и γ = 1,276, 
а критические индексы β и α определяются равенствами 
(7), то решение нелинейного уравнения (22) дает нам ис-
комое значение φ1: φ1 = 2,712473572939.

Термическое и калорическое уравнения 
состояния аргона

На  основе (5), (20) и  формул m r r= ¶ ¶( )F
T

 и 
p F

T
= ¶ ¶( )r r2 , приходим к следующему термическому 

уравнению:
	 p t t w r r rd d= + Ч � Ч + Ч ( )� ( )� +

1 0 1
2 1 1

c c h x a xD D D .� (23)

Здесь F — свободная энергия Гельмгольца; ω = ρ/ρc; 
a (x) — функция, связанная с функцией h (x) дифферен-
циальным уравнением [20]:

	 h x a x
x

a x( ) = +( ) ( ) + ў ( )d
b

1 .� (24)

Масштабная функция a (x), найденная на основе (20) 
и (24), имеет следующий вид:

  a x
a

k x
x x S x x( ) = �

Ч
+( )йл �

+ж
из

ц
шч

� �( ) щ

ы
ъ

+ �0

1
2

1
1

2

1 1 0

1

2

b
r

ab
d a gD ,� (25)

где

	 S
n

n n

x

x x
n

n

n

N

1
11

1
2 1 2

2
= �( ) �( ) �( )

� �( ) +
ж
из

ц
шч=

е b b
a

...

!
.� (26)

Для расчета изохорной теплоемкости CV воспользу-
емся известными термодинамическими равенствами 
С T F TV = � ¶ ¶( )2 2/

r
 и  F p T d= ( )йл щыт r r r, / 2 . В результате по-

лучим:

r
r w t t

a
b

T

p T
C a x c b b bc

c
V

2

1 2 3 4
22 2 6 12= � Ч ўў ( )� � Ч + Ч Ч + Ч Ч( )�D ,� (27)

где

	 ўў ( ) =
�( ) +( ) +ж

из
ц
шч

�
a x

a

kx
x x S0

1
2 1 2

1 1g g b
ab

a ,� (28)
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n n

x

x x
n n

n

n

N

2
11

1
2 1 2

1= �( ) �( ) �( )
+( ) �( )

+
ж
из

ц
шч=

е b b
a
...

!
.� (29)

Мы выбрали значение индекса β, в соответствии 
с рекомендациями работы [21], β = 0,319. Остальные кри-
тические индексы рассчитаны на основе равенств (7) 
и (16). Таким образом, мы получили следующий набор 
критических индексов:
	 d = 5 ; a = 0 086, ; b = 0 319, ; g = 1 276, .� (30)

Остальные параметры уравнения (22) найдены 
на базе данных [22]–[26]: 

c0 0= 6, 84838347525 ; c1 = 16,455785348427 ;
a0 = 17,465397290861 ; b2 3 6674397204859= – , ;
b3 6 0966232247488= – , ; b4 10 062389441665= , ; 
x0 = 0,3039055901227 ; j1 = 2,712473572939 ; N = 10 ; 
Tc = 15 660,  К; pc = 4,8634  МПа; rс = 535,1 кг/м3, N = 10.

В дальнейшем будем называть уравнение (23) с мас-
штабной функцией (25) и критическими индексами (9) 
и (30) соответственно моделями A и B.

Для сравнения, мы рассчитали параметры уравнения 
(23) для модели A (критические индексы (9)). В результа-
те получили следующие значения параметров (23):

j1 2 7124736142329= , ; c0 0= 6, 84838347525 ; 
c1 10 540093381281= , ; a0 19 170513544934= , ; 
b2 4 6920489260708= � , ; b3 4 1461319239525= � , ; 
b4 7 2412435888117= , ; x0 = 0,12 ; j1 2 7124736142329= , .

Остальные значения параметров модели A такие же, 
как и в случае модели B.

Использование теории подобия  
при построении масштабного уравнения
Кроме этого моделей A и B мы исследовали модель 

C, также основанную на уравнении (23), (25). Принципи-
альное отличие модели C от модели B заключается в том, 
что амплитуда a0 в модели C (модель решеточного газа) 
находится из соотношения, впервые предложенного в ра-
боте [21]:

	 a
k

A B Z
a

c
r0

0 0

=
+

й

л
к

щ

ы
ъ

d

 ,� (31)

где Z p R Tc c c c= ( )/ r  — критическая сжимаемость; R — га-
зовая постоянная; ar — параметр модели, учитывающей 
асимметрию реальной жидкости относительно ρ = ρc.

Мы выбрали значения коэффициентов A0 и B0 на ос-
нове обработки графической информации, представленной 
в [21]: A0 = 1,274, B0 = –2,327. Для аргона Zc = 0,2898456 [9].

Для модели C мы нашли следующие параметры: 
j1 2 7124736142329= , ; c0 0= 6, 84838347525 ; 
c1 = 17,604728073214 ; b2 = �3,5538123396607 ; 
b3 = �8,3432228586020 ; b4 = 14,549836569399 . 
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Параметр a0  рассчитан на основе уравнения (31), 
a0 = 18.5330438367067 , а остальные параметры (23), (24) 
и (26), (27) приняты такими же, как и в модели A.

Использование выражения (31), позволяет уменьшить 
число индивидуальных параметров масштабной функции 
(25). Теперь для расчета функции (25) надо рассчитать 
только один индивидуальный параметр, x0, который на-
ходится из данных о плотности насыщенного пара r�  
и насыщенной жидкости r+ .

Результаты расчетов
Для анализа полученных результатов мы использо-

вали относительные погрешности dp p p p= � Ч( ) / %( ) (e) (e)1 100 , 
dC C C CV V V V= � Ч( ) / %( ) (e) (e)1 100 ,  dr r r r� �= � Ч( ) / %( ) (e) (e) 100  и 
dr r r r+ += � Ч( ) / %( ) (e) (e) 100 . Индекс (e) в приведенных зави-
симостях обозначает опытные данные из опорного мас-
сива [22]–[26]; верхние индексы: (1), (+) и (–), обозначают 
соответствующие расчетные данные, полученные на ос-
нове (23), (27).

На рис. 1 и 2 представлены расчеты только по моде-
ли B, а на рис. 3 и 4 представлены расчеты для моделей 
A, B, и C.

Изохорная теплоемкость CV и давление p в однофазной 
области, а также давление ps на линии упругости, рассчи-
танные на основе уравнений (23) и (27), описываются на ос-
нове модели B, в основном, в пределах неопределенности 
экспериментальных данных [22]–[26] (см. рис. 1–4).

Причем в случае модели B и термические данные 
[22] (рис. 1) и экспериментальные данные о CV [23, 24] 
(рис. 2) удовлетворительно передаются не только в рабо-
чей области уравнения состояния (23), которая ограни-
чена асимптотической окрестностью критической точки 
и к которой относятся изотермы 153,15 К; 150,65 К; 151,65 
К в диапазоне плотностей от ρ = 0,35 г/см3 до ρ = 0,65 г/см3, 
но и при температурах T > 153 К, существенно выходя-
щих за границу рабочей области уравнения (23). Отно-
сительная неопределенность δps расчета давления ps на-
сыщенного пара по модели B лежит в пределах 0,1 % 
в диапазоне плотностей 0 35 0 72, ,Ј Јr  г/см3.

Неопределенность расчета плотности на линии на-
сыщения в рамках моделей B и C существенно ниже, чем 
выполненные в рамках модели A. Причем это относится 
как к паровой ветви линии насыщения (рис. 3), так и к ее 
жидкостной ветви (рис. 4).
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Изохорная теплоемкость аргона передается в рамках 
модели A  с заметно большей неопределенностью, чем мо-
дели B и C. Так максимальное отклонение δCV, рассчитан-
ное по модели A, составляет 6,8 %, соответственно. В то же 
время, значения неопределенностей δCV, рассчитанные:

—  в рамках модели B, не превосходят 4 % и 5,1 % 
от данных [23] и [24], соответственно;

—  в рамках модели C имеем dCV Ј 5 1, % и  dCV Ј 5 9, % 
для [23] и [24], соответственно.

Выводы
В результате исследования установлено, что:
—  масштабную функцию (1) в переменных плот-

ность — температура можно вывести в рамках подхода, 
предложенного в работе [1] при выполнении условия (15);

—  функция h (x) (20) непосредственно следует из фе-
номенологической теории [16] при значениях критических 
индексов δ = 5 и α = 2–6β;

—  уравнение состояния скейлингового вида (23) 
с функцией a (x) (25) в пределах неопределенности опыт-
ных данных [22]–[26] описывает термодинамическую 

поверхность вблизи критической точки системы жид-
кость — пар;

—  использование обобщенной зависимости (31) по-
зволяет, во-первых, уменьшить число подгоночных па-
раметров масштабного уравнения (5), (14), во-вторых, 
использовать предложенный нами подход для построения 
масштабных уравнений веществ, малоизученных (в тер-
модинамическом отношении) в окрестности критической 
точки.

Заключение
Уравнение состояния (23) с масштабной функцией 

(25) качественно верно ведет себя вне асимптотической 
окрестности критической точки. Поэтому функцию 
(25) с критическим индексом δ = 5 можно рекомендо-
вать использовать при построении не только масштаб-
ных, но и фундаментальных уравнений состояния ин-
дивидуальных веществ (например, R1234yf [5], R218 
[27, 28, 33], Ar [13, 29], R32 [30], SF6 [3, 31], CO2 [2, 32]), 
удовлетворяющих масштабной гипотезе критической 
точки.
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