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Работа посвящена вопросам стационарного теплопереноса. В статье приведено решение распределения темпера-
турного поля в прямоугольной пластине. Что приводит к тому, что задача является двумерной. При этом задается 
закон изменения теплопроводности по одной из координат. Из-за чего сама задача является несимметричной и не-
линейной. Что усложняет сам процесс решения. Теплообмен на двух противоположных концах пластины происхо-
дит при граничных условиях третьего рода, на остальных двух теплообмена нет. Решение находилось с помощью 
разложения в функциональный ряд. В результате получено аналитическое выражение распределения температуры 
пластины в виде ряда Фурье, содержащего модифицированные функции Бесселя нулевого порядка. Также в работе 
были рассмотрены частные случаи, когда граничные условия на стенках одинаковые и когда отсутствует подвод 
тепла. Частные случаи были интерпретированы физически. Один из частных случаев приводит поставленную 
задачу к задаче с граничными условиями третьего рода, что говорит о достоверности полученных результатов.
Ключевые слова: прямоугольная пластина, стационарная теплопроводность, двумерное дифференциальное уравнение тепло-
проводности, температура, ряд Фурье, метод разделения переменных, функции Бесселя, граничные условия третьего рода.
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The work is devoted to the issues of stationary heat transfer. The article presents a solution for the distribution of the temperature 
field in a rectangular plate, which leads to the fact that the problem is two-dimensional. In this case, the law of change of 
thermal conductivity along one of the coordinates is set. Therefore, the problem itself is asymmetric and nonlinear, which 
complicates the decision process itself. Heat exchange at the opposite ends of the plate surface occurs under boundary conditions 
of the third kind, there is no heat exchange at the other two ends. The solution was found by decomposition into a functional 
series. As a result, an analytical expression of the plate temperature distribution in the form of a Fourier series containing 
modified Bessel functions of the zero row is obtained. The paper also considered special cases when the boundary conditions 
on the walls are the same and when there is no heat supply. Special cases were interpreted physically. One of the special cases 
leads the problem to a problem with boundary conditions of the third kind, which indicates the reliability of the results obtained.
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Введение
Теория тепло- и массообмена представляет собой 

один из важнейших разделов физики. Вопросы тепло- 
и массообмена в инженерных разработках занимали 
и будут приобретать все большее значение поскольку 
решение многих задач промышленности неразрывно 
связано с теорией теплообмена.

В системах отопления, вентиляции в холодильной 
технике большую часть оборудования занимают тепло-
обменные аппараты различных видов. Повышение энер-
гетической эффективности и компактности теплообмен-
ных аппаратов тесно связано с интенсификацией про-
цессов теплообмена [1]. Этому посвящено множество 
работ.

Отдельно можно выделить двумерные задачи те-
плопроводности [2]–[6]. Подобные задачи обычно воз-
никают при описании процессов теплопередачи в тонких 
пластинах. Такие процессы, например, встречаются 
в холодильных установках. При этом существуют раз-
личные методы решения подобных задач. Для их реше-
ния существуют аналитические методы, однако решение 
некоторых неоднородных и нелинейных задач тепло-
проводности получить аналитическими методами 
не представляется возможным. Решение такого рода 
задач проводится с использованием численных методов. 
[7]–[12].

Актуальность данной статьи заключается в том, что 
полученные результаты работы могут быть применимы-
ми для инженерных вычислений.

Целью данной работы является нахождение урав-
нения, описывающее температурное поле прямоугольной 
пластины с заданными граничными условиями второго 
и третьего рода. Задачами исследования был обзор работ 
в данной области, а также изучение и применение одно-
го из методов решения подобных задач.

Научная новизна исследования заключается в том, 
что в нем рассмотрены как разные граничные условия, 
так и непостоянство коэффициента теплопроводности 
одновременно. В то время как большинство авторов в до-
пущении принимают коэффициент теплопроводности 
за константу.

В работе рассмотрен случай с линейным измене-
нием теплопроводности по одной координате с задан-
ными граничными условиями второго и третьего рода. 
Случаю теплообмена при наличии граничных условий 
второго рода посвящено несколько работ [13]–[15]. Ре-
шение такого рода задач может быть связано с некото-
рыми трудностями. Автором [13]–[15], с помощью при-
менения методов разделения переменных и разложения 
в ряд Фурье, была решена нелинейная задача распреде-
ления температуры в ограниченной пластине при гра-
ничных условиях второго и третьего рода. При этом 
коэффициент теплопроводности меняется линейно 
по одной координате. В результате чего было получено 
решение поставленной задачи в виде ряда Фурье, со-
держащего модифицированные функции Бесселя нуле-
вого порядка

Постановка задачи
Рассмотрим однородную пластину с заданными 

размерами (рис. 1). При этом ее толщина значительно 

меньше длины и ширины. При этом теплообмен на двух 
противоположных концах пластины происходит при 
α = const, на двух других теплообмена нет. Необходимо 
найти закон распределения температурного поля в пла-
стине при заданных краевых условиях.

Основной задачей данной работы является нахож-
дение распределения температуры в прямоугольной пла-
стине со сторонами a и b с учетом изменения теплопро-
водности только по одной координате (по оси х). Для 
нахождения решения поставленной задачи, необходимо 
решить двумерное дифференциальное уравнение тепло-
проводности
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В случае изменения теплопроводности по одной 
из координат уравнение (1) примет вид
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При этом нелинейное уравнение (2) должно удов-
летворять следующим граничным условиям: на двух 
противоположных концах теплообмен отсутствует
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а на остальных теплообмен осуществляется за счет кон-
векции, подчиняющегося закону Ньютона и к ним еще 
подводится тепло, которое является функцией от коор-
динаты y
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где a1  и  a2  — заданные коэффициенты теплоотдачи;  
q1 и q2 — плотности тепловых потоков.

Рис. 1. Прямоугольная пластина с двумя  
адиабатическими границами

Fig. 1. Rectangular plate with two adiabatic boundaries
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Решение задачи
Пусть коэффициент теплопроводности λ линейно 

зависит от координаты x следующим образом

	 l l l= +0 1x,� (7)

где λ0 и λ1 — некие постоянные.
Без ограничения общности принимается, что λ1 > 0.
Введем новую переменную

	 r = +x x0 ,� (8)

где
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Тогда функциональную зависимость теплопрово-
дности можно представить в виде

	 l l r= 1 .� (10)

В этом случае уравнение теплопроводности (2) пе-
репишется следующим образом
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а граничные условия (4, 5) примут следующий вид:
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Решение задачи (11), (12) и (13) ищем в виде функ-
ционального ряда:

	 T T
n y

bn
n

= ( )
=

Ґ

е r p

0

cos . � (14)

Подставим это решение в уравнение (11) и после 
разделения переменных получим следующее выражение
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Его решением является [16]
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 — модифицированные функ-

ции Бесселя нулевого порядка.
При n = 0 уравнение (15) примет вид
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Для нахождения решения уравнения (17) введем но-
вую переменную
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Тогда перепишем уравнение (17) в виде
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Далее вернемся к исходной замене переменной
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Разделив переменные и проинтегрировав, получим 
решение уравнения (17) в следующем виде

	 T A B0 0 0= + lnr.� (23)

Для получения граничных условий разложим функ-
ции q1 (y) и q2 (y) в ряд Фурье
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В свою очередь коэффициенты Фурье q1n и q2n опре-
деляются следующим образом
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При n = 0 мы имеем
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После подстановки уравнений (14) и (24) в выраже-
ние (12) граничные условия для функций Tn запишутся 
в виде:
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Сначала определим коэффициенты A0 и B0. Для это-
го подставим (13) в (30) и (31). Получим систему из двух 
уравнений
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Для определения неизвестных коэффициентов An 
и Bn необходимо будет решить следующую систему урав-
нений
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Решение полученной системы находим по формулам 
Крамера
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Анализ полученного решения

Проведем исследование полученного результата для 
двух частных случаев. Пусть граничные условия слева 
и справа одинаковые. В этом случае B0 = 0, а коэффициент 
A0 будет равен

	 A
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0 =
a

, � (43)

тогда выражение (14) примет следующий вид

	 T T A
q= = =0 0 a

.� (44)

Это означает, что температурное поле пластины 
постоянна, т. е. не зависит от координаты и определяет-
ся уравнением Ньютона — Рихмана.

Во втором случае нет подвода теплоты, тогда выра-
жение (14) примет иной вид
	 Т = 0.� (45)

В этом случае подвода теплоты нет, поэтому темпе-
ратура пластины равна нулю, что и следовало ожидать.

Выводы
1. В настоящей работе была решена задача о нахож-

дения температурного поля в прямоугольной пластине 
с заданным линейным изменением теплопроводности 
по одной из координат при адиабатически изолирован-
ных противоположных границах и при заданных гра-
ничных условиях третьего рода на двух других.

2. Было получено аналитическое выражение для 
нахождения температурного поля пластины в виде ряда, 
содержащего модифицированные функции Бесселя ну-
левого порядка. Также были рассмотрены частные слу-
чаи. Для этого полученное решение было исследовано 
при одинаковых значениях граничных условиях. Досто-
верность результатов подтверждается тем, что один 
из частных случаев приводит поставленную задачу к за-
даче с граничными условиями третьего рода.

3. Полученный результат позволяет решить большой 
класс задач не только при линейном изменении тепло-
проводности, но и при заданном изменении теплового 
потока на концах пластины. Он может быть полезен для 
расчетов холодильного оборудования. Также полученное 
решение иллюстрирует применение математического 
аппарата Берса к решению задачи теплопроводности.
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