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Предложенное аналитическое решение квазистационарной задачи о  намораживании на  внешней сфе-
рической поверхности с граничными условиями третьего рода на внутренней поверхности и граничными 
условиями третьего рода на внешней поверхности, более общее, чем существующие, которое необхо-
димо использовать для решения задачи о намораживании льда на рабочих поверхностях аккумуляторов 
холода.
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вом контакте между ними. Поскольку решения частных 
случаев данной задачи, представленные ранее, были 
получены независимым образом, авторами ставится 
задача получения решения общего вида для  намора‑
живании на сферической поверхности, как на внутрен‑
ней, так и на внешней, для граничных условий первого 
и третьего родов. Процесс намораживания на внешней 
поверхности сферы (см. рис.) описывается следую‑
щими дифференциальными уравнениями одномерной 
нестационарной теплопроводности в сферических ко‑
ординатах
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где τ — время; c′ — теплоемкость намороженного слоя; 
ρ — плотность намороженного слоя; λ — коэффициент 
теплопроводности намороженного слоя; t — температу‑
ра намороженного слоя; c′1  — теплоемкость материала 
стенки; ρ1 — плотность материала стенки; λ1 — коэффи‑
циент теплопроводности материала стенки; t1 — темпе‑
ратура стенки; r — текущая радиальная координата, от‑
считываемая от центра сферы; r0 — внутренний радиус 
полой сферы; R — радиальная толщина сферы; ξ — ра‑
диальная толщина намороженного слоя.

Граничные условия:
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В  рамках данной работы рассматривается задача 
затвердевания, т. е. переход вещества из  жидкого со‑
стояния в  твердое условно рассматривается без учета 
особенностей формирования кристаллов, что  следует 
использовать для  решения задачи о  намораживании 
на  аккумуляторах холода. Изучается проблема толь‑
ко с учетом тепловых взаимодействий между твердой 
и жидкой фазами и телами, которые находятся в тепло‑
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где tкр — криоскопическая температура; αж — коэффици‑
ент теплоотдачи со стороны жидкости; tж — температура 
жидкости; r — удельная теплота фазового перехода; t0 — 
температура холодильного агента; α0  — коэффициент 
теплоотдачи со стороны холодильного агента; tп — тем‑
пература стенки со стороны холодильного агента.

Условия сопряжения:
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Задача намораживания решается при граничных ус‑
ловиях третьего рода на внутренней поверхности (r = r0) 
и граничных условиях третьего рода на внешней поверх‑
ности сферы (r = r0 + R + ξ), поскольку эти условия явля‑
ются более общими, чем рассмотренные ранее.

В  данном исследовании основной целью является 
отыскание именно аналитических решений. Вышеука‑
занный подход, базирующийся на  методе замещения, 
ранее был применён к решению различного типа задач 
и является вполне обоснованным.

Следовательно, основным допущением, принятым 
при  решении задачи замораживания на  сферической 
стенке является то, что температура во всех промежут‑
ках — [r; r0 + R] и [r; r0 + R + ξ] — замещается темпера‑
турами, получающимися при стационарной одномерной 
теплопроводности в полой сфере.

В дальнейшем, решение задач намораживания полу‑
чается без дополнительных допущений и, в рамках уже 
принятых допущений, может считаться точным аналити‑
ческим решением.

Стационарное распределение температуры в полой 
сфере при одномерной теплопроводности выглядит сле‑
дующим образом:

	 2
1 0 0, x;C

r
� (9)

	
4

1 3 0 0, ,=  " Ј Ј +Ct C r r r R
r � (10)

где Сi, i = 1, 2, 3, 4 — константы.
Вышеуказанные константы находятся из граничных 

условий и условий сопряжения. Сначала необходимо со‑
ставить систему уравнений:
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Вышеуказанные константы получаются из решения 
следующей системы уравнений:
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В развернутой форме константы представлены в виде
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Таким образом, стационарное температурное поле 
в полой сфере будет выжаться следующим образом:
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Схематическое изображение модели для решения задачи о на-
мораживании внешней сферической поверхности с граничны-

ми условиями III рода на внутренней поверхности
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Далее следует найти температуру tп из условия 
01 п= =r rt t :

			   � (22)

Решив последнее уравнение, получим
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В дальнейшем следует найти температуру tгр из условия сопряжения (7). Производные температур равны:
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Эти же производные в точке сопряжения равны:
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Условие сопряжения (7) для нахождения температуры tгр:
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Решение (28) дает температуру tгр:
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Продолжительность процесса намораживания τн слоя толщиной ξ детерминируется из решения дифференци‑
ального уравнения (6) после подстановки в него значений соответствующей производной и значения температуры tгр 
из выражения (29):
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После преобразований, решение вышеуказанного дифференциального уравнения относительно продолжитель‑
ности процесса намораживания τн слоя толщиной ξ будет выражаться следующим интегралом:
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Запишем окончательный интеграл (31) в каноническом виде:
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ческой поверхности больше, чем на плоской и цилинд‑
рической поверхностях.

Предложенное аналитическое решение квазистаци‑
онарной задачи о намораживании на внешней сферичес‑
кой поверхности с граничными условиями третьего рода 
на  внутренней поверхности и  граничными условиями 
третьего рода на  внешней поверхности, более общее, 
чем  существующее, которое необходимо использовать 
для решения задачи о намораживании льда на рабочих 
поверхностях аккумуляторов холода.
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После проведения интегрирования и соответствую‑
щих преобразований, получим окончательное выражение 
относительно времени намораживания τн слоя толщиной 
ξ в каноническом виде:
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где 

Данное решение является канонической и  ком‑
пактной записью аналогичного решения, полученно‑
го ранее, но  в  отличие от  последних, как  показывает 
анализ, имеет обобщенный вид, к  которому могут 
быть приведены аналогичные решения для  различ‑
ных граничных условий и поверхностей наморажива‑
ния (как  для  внешней, так и  для  внутренней сферы). 
Как видно из окончательных выражений, решения за‑
дачи внешнего намораживания при  граничных усло‑
виях третьего рода на внутренней поверхности и гра‑
ничных условиях третьего рода на  внешней поверх‑
ности сферы и при граничных условиях первого рода 
на  внутренней поверхности и  граничных условиях 
третьего рода на  внешней поверхности различаются 
только комплексами К.

Анализ полученных решений при граничных усло‑
виях третьего рода на внутренней поверхности сферы 
и  граничных условиях третьего рода на  внешней по‑
верхности сферы показал, что  они переходят в  реше‑
ния при граничных условиях первого рода на внутрен‑
ней поверхности и  граничных условиях третьего рода 
на внешней поверхности при условии п            0  0at t ,  
что  является дополнительным доказательством пра‑
вильности обоих решений. Полученное в  работе ана‑
литическое решение квазистационарной задачи о намо‑
раживании (задачи Стефана) на внешней сферической 
поверхности устанавливает непосредственную зави‑
симость между продолжительностью намораживания 
и толщиной намороженного слоя в зависимости от гео‑
метрических и  режимных параметров. В  существую‑
щих работах показано, что при прочих равных условиях 
толщина намороженного слоя больше на цилиндричес‑
кой поверхности, чем на плоской.

Сравнительные расчеты, полученных в  исследова‑
нии решений, показывают, что при прочих равных усло‑
виях толщина намороженного слоя на  внешней сфери‑


