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Аннотация. Предметом исследования работы являются оптические силы притяжения как одно из проявлений меха-
нического воздействия оптического излучения на материальные объекты. В частности, рассмотрены оптические си-
лы, действующие на димер, составленный из наночастиц с малым по отношению к длине волны радиусом. Вычисле-
ние оптических сил (сил Лоренца) осуществлено на основе электромагнитных полей, полученных в результате реше-
ния самосогласованной системы полевых уравнений. Выведена аналитическая формула, показывающая зависимость 
оптической силы, действующей на димер, от параметров димерной системы и структурированной волны, составлен-
ной из двух скрещивающихся плоских волн. Впервые показано, что на димер из одинаковых дипольных частиц в 
структурированном оптическом поле может действовать сила притяжения к источнику, так называемое «отрицатель-
ное радиационное давление». Показано, что силы притяжения обусловлены увеличением импульса фотонов (вернее, 
проекции импульса фотонов на направление распространения структурированной волны) в результате рассеяния. 
Соответствующая диаграмма рассеяния димерной системы показала усиленное рассеяние вперед, что подтверждает 
указанный механизм возникновения сил притяжения. Результаты исследования будут полезны для расширения воз-
можностей оптического манипулирования нано- и микрочастицами. 
Ключевые слова: оптическое манипулирование, оптические силы, силы притяжения, наночастица, димер 
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Abstract. The subject area of this research is optical pulling forces as one of the manifestations of light mechanical action on 
material objects. In particular, we investigated optical forces acting on a dimer composed of nanoparticles with a small radius 
as compared to wavelength. The calculation of Lorentz optical forces was carried out by solving self-consistent system of 
equations, which made it possible to calculate electromagnetic fields in every point of the structure. We worked out analytic 
formula, representing the dependence of optical force on the parameters of dimer system and structured radiation made up of 
two crossing plane waves. For the first time we showed that dimer consisting of two equal dipolar particles can experience an 
optical pulling force (“negative radiation pressure”) in the field of two crossing plane waves. It is shown that the increase of 
photons momentum (the projection of photons momentum on the direction of structured light propagation) after scattering is 
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responsible for this negative radiation pressure. The corresponding scattering diagram showed the increase of forward 
scattering, that is the conformation of the considered mechanism of pulling forces origination. Our findings would be very 
useful for increasing capabilities of optical manipulation of nano- and micro-particles.  
Keywords: optical manipulation, optical forces, pulling forces, nanoparticle, dimer. 
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Введение 
 

Недавно нами было продемонстрировано, что при облучении произвольного рассеивающего объ-
екта структурированной оптической волной можно создать оптические силы, действующие на данный 
объект в направлении, обратном распространению волны [1]. Появление оптических сил притяжения 
удивительно потому, что обычное радиационное давление всегда действует в направлении распростране-
ния электромагнитной волны [2]. Принцип возникновения сил притяжения основан на увеличении им-
пульсов рассеянных фотонов по отношению к импульсам падающих. В действительности увеличиваются 
не сами импульсы, а их проекции относительно выделенной оси [1]. В отличие от градиентных сил опти-
ческих оптических ловушек [3–5], непотенциальные силы притяжения могут действовать на сравнитель-
но протяженных участках. Это открывает новые возможности оптического манипулирования нано- и 
микрочастицами [6]. 

Простейшим объектом, для которого возможно создание сил притяжения, является однородный 
объект в виде сферы с субволновыми размерами [7–9]. Экспериментальная проверка существования оп-
тических сил притяжения для таких частиц в поле структурированных лучей была произведена в работе 
[10]. В настоящей работе мы рассмотрим простейшие неоднородные рассеивающие объекты, каковыми 
являются димеры, состоящие из двух микроскопических сфер, и определим параметры, при которых воз-
можно возбуждение сил притяжения в данной системе. Преимуществом таких систем является то, что 
они допускают простой аналитический анализ зависимости оптических сил от параметров системы. От-
метим, что в работе [6] было экспериментально показано, что силы притяжения для цепочек микроско-
пических сфер могут быть намного больше, чем для одиночных сфер, и условия возбуждения этих сил 
могут быть более подходящими для практических применений, но анализ зависимости сил от параметров 
цепочек не был проведен. 
 

Силы притяжения в системе дипольных димеров 
 

Рассмотрим две одинаковые жестко связанные сферы, расположенные вблизи друг друга (рис. 1). 
Данный димер освещается некой структурированной волной I0E  (параметры этой волны будут пред-

ставлены ниже по тексту), распространяющейся вдоль оси димера. 

 
 

Рис. 1. Геометрия системы. Диполи 1 и 2, расположенные вдоль оси z , взаимодействуют 
со структурированной волной, составленной из двух плоских волн, распространяющихся под углом    

к оси димера 
 

Предполагая, что размеры частиц намного меньше длины волны   структурированного пучка, оп-
тический отклик частиц может быть охарактеризован единственным параметром – поляризуемостью  . 
Учитывая многократное рассеивание света наносферами, уравнения для определения электромагнитного 
поля 1,2E  в месте расположения наночастиц 1r , 2r  записываются в следующем виде [11, 12]: 
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между двумя наносферами (рис. 1), 2 /k     – волновое число. Поляризуемость  может быть выраже-
на через показатель преломления частиц следующим образом:  
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n  – относительный показатель преломления частиц, a  – радиус частиц. 
Для получения сил притяжения и превосходства проекции импульса рассеянных фотонов на ось, 

соединяющую димер, над соответствующей проекцией падающих фотонов внешнее поле 0IE  должно 

содержать компоненты, распространяющиеся под углом к оси димера [1, 4, 5]. Такому условию удовле-
творяют бездифракционные пучки, которые поддерживают свою структуру на значительных расстояниях. 
Условием бездифракционности является наличие одинаковой тангенциальной компоненты для всех Фу-
рье-компонент пучка [14]: 
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В этом выражении coszk k  , 2 2 2
z tk k k  , ( )A  – произвольная функция азимутального угла .   

Чтобы упростить дальнейшие расчеты, выберем амплитуду Фурье-гармоник в виде 0 ,0 ,( ) ( )      A A , 

где ij  – дельта-функция Дирака. Простейшим примером бездифракционной волны, таким образом, будет 

служить интерференция двух плоских волн, распространяющихся под углом   к оси димера. Ниже будет 
показано, что выбранного таким образом структурированного пучка достаточно для создания сил притя-
жения. Выберем поляризацию волн, составляющих структурированный пучок, в направлении, перпенди-
кулярном оси димера 0 0 ˆIE yA  (рис. 1): 

0 0( ) 2 cos( sin )exp( cos )I IE kx ikz  E r . (2) 

Такой выбор поляризации обусловлен тем, что диполи наиболее эффективно рассеивают в направ-
лении, перпендикулярном направлению дипольного момента. Следовательно, при данном направлении 
поляризации диполи будут наиболее эффективно взаимодействовать друг с другом. Кроме того, при та-
ком выборе поляризации у результирующего поля отсутствует x и z компоненты даже в непараксиальном 
случае схождения волн ( 0  ), что позволяет свести систему уравнений (1) к системе двух скалярных 
уравнений. 

Энергия рассматриваемого структурированного пучка распространяется вдоль оси z. Таким обра-
зом, для того чтобы показать наличие оптических сил, действующих в направлении, противоположном 
распространению энергии, необходимо удостовериться, что z-компонента оптических сил может прини-
мать отрицательные значения. Оптические силы, действующие на димер вдоль его оси, можно опреде-
лить, зная поля 1,2E  в системе [15, 16]: 
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Решая систему (1) относительно полей 1,2E  и вычисляя производные (3), получаем следующее выраже-

ние для оптической силы zF : 
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где cost   , x kR . При выводе выражения (4) мы предположили, что частицы не поглощают (показа-
тель преломления частиц n  – действительная величина) и что рассеяние частиц достаточно мало, так что 
можно пренебречь слагаемыми порядка 3| |G  и выше. Выражение (4) должно быть оптимизировано от-

носительно переменных x  и t  для получения минимально возможного значения zF . Данная оптимизация 

была проведена численно и дала результат –0,018 для выражения, стоящего в круглых скобках, для меж-
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частичного расстояния 0,46R    и угла схождения волн 77,4   . Интересно отметить, что с учетом 
вышеуказанных предположений оптимальные межчастичное расстояние и угол схождения не зависят от 
показателей преломления частиц. Следует также отметить, что, согласно формуле (4), найденное значе-
ние силы не зависит от абсолютного значения координаты z положения димера. Это свойство zF  обу-

словлено выбором распределения поля в виде (2) с интенсивностью, неизменной вдоль оси z. Отсутствие 
градиентов интенсивности вдоль оси z также позволяет нам говорить о том, что оптические силы, дейст-
вующие на димер, являются неградиентными и, следовательно, непотенциальными. 

Найденный оптимальный угол схождения волн 77,4    достаточно велик и требует наличия 
сильно непараксиального пучка, но стоит отметить, что для одиночного диполя силы притяжения не дос-
тигаются ни при каких значениях угла   [17]. 

Как упоминалось ранее, возникновение сил притяжения обусловлено перераспределением рассеяния 
пучка со сходящимися волнами вдоль направления распространения пучка. Для иллюстрации этого меха-
низма мы представляем на рис. 2 диаграмму рассеяния димера. Горизонтальная ось диаграммы совпадает с 
осью димера. Положительное направление оси соответствует рассеянию вперед. Из диаграммы видно, что 
присутствие второго диполя устраняет обычную симметрию дипольного рассеяния и приводит к тому, что 
дипольная система начинает рассеивать свет преимущественно вперед. Отметим, что оптическая сила при-
тяжения в рассматриваемой системе может принимать большие значения в случае плазмонных димеров, 
исследованию которых в настоящее время посвящено большое количество работ [18–20]. 
 

 
 

Рис. 2. Диаграмма рассеяния дипольного димера при оптимальном межчастичном расстоянии и угле 
схождения волн (см. основной текст для пояснения). Показаны сечения рассеяния вдоль 

двух перпендикулярных плоскостей. Направление 0  соответствует рассеянию вдоль оси z  (рис. 1). 
 Направление 90  соответствует рассеянию перпендикулярно оси димера 

 

Заключение 
 

В данной работе детально исследованы оптические силы, действующие на димер из одинаковых 
наночастиц в поле структурированного излучения, представляющего собой две скрещивающиеся пло-
ские волны. Впервые исследованы условия возникновения оптических сил притяжения, так называемого 
«отрицательного радиационного давления», а также показано, что диаграмма рассеяния димера в рас-
смотренном случае допускает бόльшие значения проекции импульса рассеянных фотонов на выделенную 
ось, нежели соответствующая проекция импульса падающих фотонов (преимущественное рассеяние впе-
ред). В связи с этим движение димера в поле указанного структурированного излучения происходит по 
направлению к источнику. 

Полученные результаты обладают существенной значимостью для развития методов оптической 
манипуляции нанообъектами, разработки новых типов оптических пинцетов и создания «лучей притяже-
ния», которым в настоящее время уделяется обширное внимание. Описанные эффекты должны прояв-
ляться особенно сильно для плазмонных наночастиц, поляризуемость которых при оптически малых раз-
мерах имеет резонанс в видимой области спектра. 
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Аннотация. Исследовано влияние дифракционных оптических элементов на оптические аберрации. Их преимуще-
ством является способность генерировать произвольные сложные волновые фронты в плоском слое оптического 
материала. Рассмотрены вопросы коррекции аберраций в простых оптических системах с одной и двумя линзами 
(синглет и дублет). Оптические системы со стандартными поверхностями были разработаны и оптимизированы с 
использованием одних и тех же исходных параметров. На этой базе спроектированы и оптимизированы гибридные 
оптические системы с дифракционными и асферическими поверхностями. На первом этапе для сравнения уровня 
сложности проектирования оптических систем с узким и широким полем отдельно исследована оптическая система 
с узкими полями. Аналогичным образом проанализирована система с широким полем. Оптические системы были 
разработаны с помощью специализированного программного обеспечения для проектирования оптических систем. 
Характеристики проектируемых дифракционных поверхностей контролировались с использованием программного 
обеспечения DIFSYS 2.30. Применение дифракционных оптических элементов обеспечило снижение продольной 
хроматической аберраций почти в 5 раз по оси (узкие поля). Абсолютное значение коэффициента Зейделя, соответ-
ствующего сферической аберрации, снижено до диапазона 0,03. В связи с тем, что дифракционные оптические эле-
менты имеют известные недостатки (возможность присутствия паразитарных порядков дифракции и вероятное сни-
жение пропускающей способности), нами проанализированы и разработаны оптические системы с комбинирован-
ными асферическими и дифракционными поверхностями. Сочетание дифракционных и асферических поверхностей 
в оптической системе объектива, считывающего информацию с оптического диска, обеспечило снижение продоль-
ных хроматических аберраций по оси почти в 15 раз по сравнению с объективом, содержащим только асферические 
и стандартные сферические поверхности. Все рассчитанные дифракционные оптические элементы могут быть изго-
товлены с применением имеющегося оборудования. 
Ключевые слова: дифракционные оптические элементы, бинарная поверхность, аберрации, линзы, моделирование 
оптических систем 
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Abstract. The paper deals with the influence of diffractive optical elements on the optical aberrations. The correction of opti-
cal aberrations was investigated in the simple optical systems with one and two lenses (singlet and doublet). The advantages 
of diffractive optical elements are their ability to generate arbitrary complex wave fronts from a piece of optical material that 
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is essentially flat. The optical systems consisting of the standard surfaces were designed and optimized by using the same 
starting points. Further, the diffractive and aspheric surfaces were introduced into the developed systems. The resulting hy-
brid systems were optimized. To compare the complicity of the development of narrow field systems and wide field optical 
systems, the optimization has been done separately for these two types of the instruments. The optical systems were designed 
by using special Optical Design Software. Тhe characteristics of designed diffractive surfaces were controlled in Software 
DIFSYS 2.30. Due to the application of diffractive optical elements the longitudinal chromatic aberration was 5 times re-
duced for the narrow field systems. The absolute value of Seidel coefficient related to the spherical aberration was reduced in 
the range of 0.03. Considering that diffractive optical elements have the known disadvantages, like possible parasitic diffrac-
tion orders and probable decrease of the transmission, we also developed and analyzed the optical systems with combined 
aspheric and diffractive surfaces. A combination of the aspheric and diffractive surfaces in the optical disk system of the disk 
reading lens, gave cutting down of the longitudinal color aberrations almost 15 times on-axis, comparing to the lens consist-
ing of the aspherical and standard surfaces. All of the designed diffractive optical elements possess the parameters within the 
fabrication limits.  
Keywords: diffractive optical elements, binary surface, aberrations, lens, optical systems design. 
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Введение 
 

Дифракционные линзы могут быть использованы для уменьшения числа элементов в обычных 
линзовых системах и для альтернативного подхода к коррекции хроматических аберраций. Дифракцион-
ные линзы представляют собой решетки с переменным периодом, который обусловливает их хроматиче-
ские аберрации. При использовании дифракционных свойств оптической поверхности становится воз-
можным спроектировать гибридный элемент для получения ахроматического скорректированного эле-
мента за счет того, что дифракционная поверхность вносит дополнительные параметры (коэффициенты 
бинарной поверхности типа 2) в оптическую схему. Сферическая аберрация для точки на оси, как прави-
ло, является одной из самых важных первичных аберраций, поскольку без ее удовлетворительной кор-
рекции не удается получить хорошее качество изображения и по всему полю объектива. Альтернативный 
метод уменьшения сферической аберрации также заключается в использовании дифракционных оптиче-
ских элементов (ДОЭ) [1]. 

Дифракционные линзы представляют собой очень тонкие элементы [2] с общей толщиной, равной 
λ/(n–1), где λ – рабочая длина волны и n – показатель преломления (рис. 1). Дифракционная линза состо-
ит из серии зон, толщина которых становится тоньше по направлению к краю линзы. Бинарные элементы 
достигают эффективности около 80% (без учета потерь на поверхностях) и часто могут быть экономич-
ными в производстве, особенно если их размеры невелики и если требуемый рисунок имеет центральную 
симметрию. Основным свойством дифракционной линзы является то, что она использует интерферен-
цию и дифракцию. В результате спектральные свойства дифракционной линзы совершенно отличны от 
свойств обычной преломляющей линзы. Дифракционные и рефракционные элементы могут быть объе-
динены в одном элементе (гибридные элементы), чтобы устранить или, по крайней мере, значительно 
снизить хроматическую аберрацию. Эти так называемые гибридные ахроматы используют тот факт, что 
дисперсия преломляющих элементов противоположна по знаку дисперсии дифракционных элементов, 
так что они могут компенсировать друг друга [3–5]. Дисперсия дифракционной линзы примерно в 7 раз 
больше, чем дисперсия самого сильного стекла типа флинт, имеющегося в настоящее время. Замена реф-
ракционной линзы на дифракционную обычно обеспечивает существенное снижение веса и количества 
оптических элементов, необходимых для достижения заданного уровня разрешающей способности. 

Программное обеспечение (ПО) для автоматического расчета оптических систем существенно 
экономит время разработчика. Исторически такое ПО создавалось в первую очередь для проектирования 
линзовых объективов, и уже позже добавлялись возможности моделирования других оптических систем, 
например, использующих дифракцию. При этом разработчики ПО не всегда были знакомы со всеми тех-
нологическими тонкостями изготовления дифракционных элементов. В связи с этим в описаниях ПО 
часто отсутствует полная информация о том, каким образом параметры оптимизации связаны с аберра-
ционными свойствами и с параметрами изготовления [6]. 

В ряде публикаций рассматривается использование ДОЭ в сложных многокомпонентных систе-
мах, содержащих не только дифракционные оптические элементы, но также и асферическую и градиент-
ную оптику [7]. Из таких примеров трудно выделить влияние именно ДОЭ на качество изображения, а 
также оценить целесообразность такого усложнения оптической системы и связанного с ним увеличения 
стоимости ее изготовления. В работе [8] рассмотрен ряд примеров оптических схем, содержащих два и 
даже три дифракционных элемента в одной системе. В связи с физической природой дифракционной 
оптики такие примеры имеют чисто академический интерес и не могут быть рекомендованы для произ-
водства. Кривая эффективности дифракционной линзы имеет довольно узкий спектральный максимум. 
При использовании в системе двух и более дифракционных линз значения эффективности для каждой 
длины волны перемножаются, и кривая становится еще более узкой. Кроме того, если теоретический 
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максимум такой кривой составляет почти 100%, практически он всегда ниже из-за погрешностей формы 
дифракционного профиля. 

 

 
 

Рис. 1. Дифракционная поверхность 
 

Таким образом, включение каждого дополнительного дифракционного элемента снижает пропус-
кание системы. В связи с технологическими ограничениями на минимальный размер структуры дифрак-
ционного элемента область практического использования дифракционной оптики в основном ограничена 
средней и дальней инфракрасной (ИК) областью [9]. Однако с развитием микро- и нанотехнологий пред-
ставляется перспективным расширение применения дифракционной оптики на ближнюю ИК [10], а так-
же на видимую и даже ультрафиолетовую области спектра. Последнее может быть особенно актуально 
для современных систем микрофотолитографии. 

В связи с вышесказанным авторы считают практически важным и актуальным рассмотреть пре-
имущества использования ДОЭ на примерах простых оптических систем с использованием ПО автома-
тического проектирования, доступных широкому кругу расчетчиков оптических систем. Данная работа 
является началом систематического изучения широкого круга вопросов, связанных со спецификой ис-
пользования ДОЭ в системах различного назначения. Многие поверхности в ПО ZEMAX 9.1 [11] могут 
быть заданы как дифракционные в дополнение к преломляющим. Сила дифракционной поверхности не 
зависит от показателя преломления и стрелки прогиба  поверхности и изменяет фазу лучей. Бинарная 
поверхность типа 2 часто используется для ахроматизации, как можно заметить на примере простого 
синглета (рис. 2), где показано, что длины волны большей длины фокусируются на большем расстоянии 
Z (oсь Z) от объектива, чем для коротких длин волн [11]. Бинарная поверхность заменяет гладкие грани 
Френеля ступенчатым контуром, который может быть изготовлен с помощью процесса фотолитографии 
высокого разрешения. Рельеф поверхности создается путем воздействия серии масок. Число уровней, 
полученных таким образом, равно 2m, где m – число масок, отсюда и название «бинарная поверхность». 
Эффективность (т.е. процент света, который проходит в нужном направлении) бинарной поверхности 
ограничена количеством уровней, которые используются для аппроксимации идеально гладкого контура 
Френеля [12–14]. ДОЭ с круговой симметрией, например, бинарная поверхность типа 2, может использо-
ваться для коррекции продольного хроматизма. 

 

 
 

Рис. 2. Оптическая система, рассчитанная с применением ДОЭ (R – лучи красного спектрального  
диапазона, G – лучи зеленого спектрального диапазона, B – лучи синего спектрального диапазона) 

 

В настоящей работе была проведена оптимизация простых оптических систем с использованием 
бинарной поверхности типа 2, заданной в ПО ZEMAX 9.1. Далее мы подробно объясним преимущества 
использования ДОЭ в синглете и дублете соответственно. В заключение будут приведены результаты 
расчетов в системах с применением ДОЭ и без них. 
 

Преимущества использования ДОЭ при проектировании гибридного синглета 
 

В работе были отдельно исследованы синглеты с малым полем (на оптической оси) и синглеты с 
увеличенным угловым полем, что позволило проследить влияние поля. Для оптимизации стартовой точ-
ки синглета (одиночной линзы) по методу минимизации квадратичного отклонения радиуса пятна рас-
сеяния была использована оценочная функции «по умолчанию» из ПО ZEMAX 9.1. В качестве стартовой 
точки для расчета синглета была выбрана линза номер 10.0255 Rolyn Optics из каталога ZEMAX. В 
табл. 1 представлены технические характеристики стартовой точки. Результаты, полученные после оп-

 
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тимизации одной и той же стартовой точки с использованием ДОЭ и без него, представлены далее. Мы 
начали наш подход к проектированию на примере преобразования плосковыпуклого синглета в ахромат 
(ахроматизованная линза). Используя бинарную поверхность типа 2, в ПО ZEMAX 9.1 провели оптими-
зацию синглета с малым полем и синглета с широким полем. 
 

Наименование Значение 
Фокусное расстояние 100 мм 
Апертурное число 2,8 
Основная длина волны λ = 0,587 мкм 

 

Таблица 1. Технические характеристики стартовой точки 
 

Для оптимизации стартовой точки синглета по методу минимизации квадратичного отклонения 
радиуса пятна рассеяния была использована оценочная функция «по умолчанию» центроид РА 18×18. 
Плоская поверхность линзы номер 10.0255 (рис. 4) была выбрана и определена как бинарная поверхность 
типа 2 и рассчитывалась для высоты 20 мм. 

Полученные в редакторе данных коэффициенты были использованы для контроля рассчитанной 
бинарной поверхности типа 2 в ПО DIFFSYS Ver.2.30. Коэффициенты Dn – коэффициенты фазы в ра-
дианах, нормированные по высоте апертурного луча линзы. Эти коэффициенты равны бинарным коэф-
фициентам в ZEMAX для случая, когда радиус нормализации равен половине высоты светового диамет-
ра дифракционной (бинарной) поверхности, что изменяет фазу луча. Коэффициенты Dn синглета с ма-
лым полем равны D2 = –1723,762988; D4 = 462,802191; D6 = –22,896256; D8 = 6,289262. Рассчитанная 
нами дифракционная поверхность имеет 203 зоны с минимальной шириной 0,0340 мм между двумя зо-
нами (рис. 3, а). Дифракционная поверхность имеет кривой профиль, разделенный на зоны. Полученные 
коэффициенты Dn синглета с широким полем составялют D2 = –2081,843288; D4 =1450,300445; 
D6 = 1835,981640; D8 = 1078,19394. Смоделированная таким образом дифракционная поверхность имеет 
221 зону с минимальной шириной 0,029051 мм между двумя зонами (рис. 3, б). Дифракционная поверх-
ность может быть изготовлена, поскольку минимальная ширина между зонами больше 10 мкм. На рис. 4 
проведено сравнение продольной сферической аберрации полученной оптимизированной линзы но-
мер 10.0255 с аналогичными характеристиками стандартной линзы, и ясно видно значительное снижение 
продольного хроматизма (рис. 4, в) синглета с ДОЭ. Сферическая и продольные аберрации снижаются в 
случае гибридного синглета, но оптимизация менее эффективна в случае продольной хроматической 
аберрации, которая имеет место для синглета с увеличенным угловым полем. 
 

  

  а б 
 

Рис. 3. Бинарная поверхность типа 2: синглет с малым полем (а); синглет с увеличенным угловым  
полем (б). P – число зон профиля 

 

Можем заключить, что ДОЭ лучше подходит для оптической системы с малым полем. Коэффици-
енты Зейделя для продольной сферической аберрации, также как и значения аберраций, представленные 
в табл. 2, показывают улучшения в синглете с простым использованием одной дифракционной поверх-
ности. Оптические аберрации – кому, астигматизм и дисторсию – мы в этом случае не рассматривали. 
 

Коэффициенты Зейделя Синглет с малым полем Синглет с широким полем 
SPHE без ДОЭ 0,20677 0,20688 
LSPH без ДОЭ 3,19456 3,19627 
SPHE с использованием ДОЭ 0,17291 0,16993 
LSPH с использованием ДОЭ 2,66836 2,62255 

 
Таблица 2. Коэффициенты Зейделя для синглета с малым и широким полем. SPHE – коэффициент  

сферической аберрации, LSPH – коэффициент латеральной сферической аберрации 
 

Р1=203 Р1=221Р1=203 Р1=221
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F = 100 мм 
FN = 2,8  
λ = 0,587 мкм 

F = 100 мм 
FN = 2,8 
λ = 0,587 мкм, 2ω = 0–10° 
 

 а б в 
 

Рис. 4. Сравнение продольной сферической аберрации синглета с использованием ДОЭ и без него:  
оптическая схема синглета (а); без использования ДОЭ (б); с использованием ДОЭ (в). F – фокусное  

расстояние, FN – апертурное число, 2ω – угловое поле 
 

Преимущества использования ДОЭ при проектировании гибридного дублета 
 

В работе были отдельно исследованы дублеты с малым полем (на оптической оси) (рис. 5, а) и 
дублеты с увеличенным угловым полем (рис. 5, б), что позволило проследить влияние поля. Линза но-
мер 22.0120 Rolyn Optics была выбрана из каталога ZEMAX в качестве стартовой точки для расчета дуб-
лета. Расчеты и оптимизация параметров дублета проведены по методике, аналогичной предыдущей 
(синглету), результаты представлены на рис. 6. 

 

 
а                                                                                     б 

 

Рис. 5. Бинарная поверхность типа 2: дублет с малым полем (а) и дублет  
с увеличенным угловым полем (б) 

 

Полученные коэффициенты Dn дублета с малым полем, D2 = –283,170392, D4 = 173,132979, 
D6 = –34,885398, D8 = –0,051832, D10 = –1,057353, были использованы для контроля рассчитанной би-
нарной поверхности типа 2 в ПО DIFFSYS Ver. 2.30. Дифракционная поверхность имеет 23 зоны с ми-
нимальной шириной 0,151698 мм между двумя зонами (рис. 5, а). Коэффициенты Dn дублета с широким 
полем равны D2 = –261,538817, D4 = 168,731802, D6 = – 36,731802, а дифракционная поверхность имеет 
20 зон с минимальной шириной 0,16838 мм между двумя зонами (рис. 5, б). 

 

Преимущества использования ДОЭ в объективах для считывания информации  
с оптических дисков 

 

Оптические системы широко применяются в системах записи и считывания информации, напри-
мер, музыке, компьютерных играх и т.д. К таким устройствам предъявляются требования как по качеству 
изображения, так и по весо-габаритным характеристикам. При проектировании таких систем также не-
обходимо учитывать технологичность, обеспечивающую возможность их массового производства. 

В дифракционно-ограниченных системах оптических дисков должен выполняться критерий Ма-
решаля [15], согласно которому аберрация волнового фронта не может превышать 0,07 λ. В процессе 
изготовления и тестирования ДОЭ были обнаружены такие эффекты, как распространение паразитных 
порядков дифракции, снижение пропускания. Если выбрать в качестве стартовой точки простой синглет, 

Р1=23 Р1=23 Р1=20 Р1=20



Н.Д. Зорич, И.Л. Лившиц, Е.А. Соколова  
 

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 
2015, том 15, № 1  11 

то очевидно, что число его параметров ограничено пятью: оба радиуса, толщина, а также параметры оп-
тического материала – показатель преломления и коэффициент дисперсии. Следует заметить, что мате-
риал для производства системы для считывания с оптического диска определяется особенностями его 
изготовления и не может быть изменен. Оставшееся количество параметров является недостаточным для 
обеспечения технических характеристик и разрешающей способности объектива. Увеличение количества 
параметров достигается изменением формы синглета – использованием асферических поверхностей, а 
также нанесением дифракционной структуры на одну из его поверхностей. В этом случае дополнитель-
ными параметрами станут коэффициенты уравнения асферики и коэффициенты ДОЭ. 
 

 

 
F= 44,99 мм 
FN = 2,49 
λ = 0,587 мкм 

F= 44,99 мм 
FN = 2,49 
λ = 0,587 мкм, 2ω = 0–10°  

 а б в 
 

Рис. 6. Сравнение продольной сферической аберрации дублета с использованием ДОЭ и без него:  
оптическая схема дублета (а); без использования ДОЭ (б); с использованием ДОЭ (в) 

 

В табл. 3 представлены технические характеристики типичного объектива, который обычно изго-
тавливается из материала PMMA (полиметилметакрилат) и используется для считывания информации с 
оптического диска. Толщина линзы, которая также могла бы быть параметром, была зафиксирована по 
конструктивным соображениям. Используя для оптимизации стартовой систем ПО ZEMAX и оценочную 
функцию «по умолчанию», где оптимизировался радиус пятна рассеяния за счет изменения дополни-
тельных параметров стартовой системы синглета – двух эксцентриситетов поверхностей и трех коэффи-
циентов асферик высших порядков на каждой поверхности, мы значительно улучшили показатели стар-
товой системы. Следующий шаг – добавление дифракционной структуры на первую поверхность линзы, 
что было нами выполнено в редакторе данных. 
 

Наименование Обозначение Значение 
Основная длина волны λ 405 нм 
Рабочий диапазон длин волн λ1–λ2  400–410 нм 
Фокусное расстояние F 2 мм 
Апертурное число FN 1 
Качество изображения Q Дифракционно-ограниченное 
Угловое поле 2ω 0,001° 
Положение апертурной диафрагмы PAPS Вблизи первой поверхности 

 

Таблица 3. Технические характеристики объектива для считывания информации с оптического диска 
 

Дифракционная бинарная поверхность типа 2 имеет 5 дополнительных параметров – коэффициен-
тов. Для оптимизации использовалась аналогичная оценочная функция. На рис. 7 представлены графики 
остаточных продольных аберраций и частотно-контрастные характеристики (ЧКХ) объектива с двумя 
асферическими поверхностями и ДОЭ на первой поверхности, а на рис. 8 – параметры профиля полученной 
линзы. 

Хроматическая аберрация лежит в пределах 0,0002 мм для заданного спектрального диапазона и 
0 мм для основной длины волны. В данном случае преимущества дифракционной поверхности очевид-
ны. Графики ЧКХ показывают, что объектив является дифракционно-ограниченным – идеальная ЧКХ не 
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отличается от реальной. Смоделированная таким образом дифракционная поверхность имеет 71 зону с 
минимальным расстоянием 0,00289 мм между двумя зонами (рис. 8). Дифракционная поверхность реали-
зована на пределе возможностей производства, поскольку минимальное расстояние между областями 
находится в диапазоне 1–10 мкм. Полученные дополнительные параметры (9 параметров!) представлены 
в табл. 4, именно они позволяют обеспечить дифракционно-ограниченное качество изображения. 
 

        
 а б 

      
 в г 
Рис. 7. Сравнение качества изображения вариантов объектива для чтения оптических дисков: графики 
остаточных продольных аберраций и ЧКХ объектива с двумя асферическими поверхностями (а), (в); 
графики остаточных продольных аберраций и ЧКХ объектива с двумя асфериками и ДОЭ на первой 

поверхности (б), (г) 
 

 

а б 
 

Рис. 8. Асферико-дифракционная линза для оптического диска: оптическая схема (а);  
бинарная поверхность типа 2 (б) 

 
 

Коэффициент ДОЭ 
поверхности 1 

Коэффициент асферической 
поверхности 1 

Коэффициент асферической 
поверхности 2 

D2 = –350,914577 A2 = –0,018781 A2 = 0,035240 
D4 = –95,357615 A4 = –0,003510 A4 = 7,64E-004 
D6 = –1,571301 A6 = 0,01284 A6 = –0,01585 
D8 = 0,117387 СС = –0,537862 СС = 276,9996 
D10 = –3,43724 – – 

 

Таблица 4. Дополнительные параметры – коэффициенты ДОЭ и асферики 
 

Р1=71 Р1=71

F = 2 мм 
FN = 1 
Λ = 405 нм  
λ1–λ2 = 400–410 нм
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Заключение 
 

Показаны преимущества применения ДОЭ при оптимизации простейших оптических систем. Вве-
дение одной дифракционной поверхности в синглет и дублет (с использованием ПО ZEMAX) позволило 
значительно сократить аберрации, особенно продольные хроматические аберрации. В работе уделено 
особое внимание плоско-выпуклым линзам. Такие линзы особенно выгодны, потому что они относи-
тельно просты, и ДОЭ проще наносить на плоскую поверхность. Кроме того, исследовано влияние уве-
личения поля на оптическую систему с ДОЭ и без ДОЭ, и показано, что увеличение поля существенно 
меняет результаты оптимизации. Мы контролировали возможность изготовления дифракционной по-
верхности в программном обеспечении DIFFSYS и показали, что ДОЭ, которые мы разработали, могут 
быть изготовлены. В работе не рассматривалось влияние такого материала, как стекло, а также положе-
ние и количество бинарных поверхностей в оптической системе, что может быть сделано дополнительно. 
При проведении настоящего исследования мы хотели продемонстрировать замечательные возможности 
дифракционной оптики, которые еще полностью не реализованы и применение которых в сочетании с 
другими эффективными средствами аберрационной коррекции позволит создать много простых оптиче-
ских систем различного назначения. 
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Аннотация. Представлено экспериментальное сравнение четырех методов восстановления волнового фронта. Рас-
смотрены два итерационных и два голографических метода, отличающихся математической моделью и алгоритмами 
восстановления. Первые два из рассматриваемых методов не используют опорную волну в схеме записи, что снижает 
требования к стабильности установки. Основную роль в восстановлении информации о фазе такими методами игра-
ют наборы пространственных распределений интенсивности, которые записываются по мере перемещения регистри-
рующей матрицы вдоль оптической оси. Полученные данные последовательно используются для восстановления 
волнового фронта с помощью итерационной процедуры, в ходе которой численно моделируется распространение 
волнового фронта между плоскостями, где производилась регистрация данных. При этом информация о фазе волно-
вого фронта везде сохраняется, а рассчитанные распределения амплитуды заменяются на измеренные в этих плоско-
стях. В первом из сравниваемых методов в качестве математической модели используется двумерное преобразование 
Френеля и итерационный расчет в плоскости объекта. Во втором методе для численного моделирования распростра-
нения волнового фронта применяется метод углового спектра, и итерационный расчет производится только между 
близко расположенными плоскостями регистрации данных. Сравниваемые с ними два метода цифровой голографии 
основаны на использовании опорной волны в схеме записи и различаются между собой численным алгоритмом вос-
становления цифровых голограмм. В результате сравнения установлено, что итерационный метод на основе 2D-
преобразования Френеля дает результат, сравнимый с результатом распространенного голографического метода, ис-
пользующего Фурье-фильтрацию. Показано, что голографический метод восстановления комплексной амплитуды 
поля при восстановлении амплитудного объекта является лучшим среди рассмотренных. 
Ключевые слова: фазовая проблема, восстановление волнового фронта, цифровая голография 
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Abstract. Experimental comparison of four methods for the wavefront reconstruction is presented. We considered two 
iterative and two holographic methods with different mathematical models and algorithms for recovery. The first two of these 
methods do not use a reference wave recording scheme that reduces requirements for stability of the installation. A major role 
in phase information reconstruction by such methods is played by a set of spatial intensity distributions, which are recorded 
as the recording matrix is being moved along the optical axis. The obtained data are used consistently for wavefront 
reconstruction using an iterative procedure. In the course of this procedure numerical distribution of the wavefront between 
the planes is performed. Thus, phase information of the wavefront is stored in every plane and calculated amplitude 
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distributions are replaced for the measured ones in these planes. In the first of the compared methods, a two-dimensional 
Fresnel transform and iterative calculation in the object plane are used as a mathematical model. In the second approach, an 
angular spectrum method is used for numerical wavefront propagation, and the iterative calculation is carried out only 
between closely located planes of data registration. Two digital holography methods, based on the usage of the reference 
wave in the recording scheme and differing from each other by numerical reconstruction algorithm of digital holograms, are 
compared with the first two methods. The comparison proved that the iterative method based on 2D Fresnel transform gives 
results comparable with the result of common holographic method with the Fourier-filtering. It is shown that holographic 
method for reconstructing of the object complex amplitude in the process of the object amplitude reduction is the best among 
considered ones.  
Keywords: phase retrieval problem,  wavefront reconstruction, digital holography. 
Acknowledgements. The authors express their gratitude to the Ministry of Education and Science of the Russian Federation 
for support, project #2014/190 for government projects in the area of scientific activities within the basic part of the govern-
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Введение 
 

Задача полного восстановления волнового фронта из распределений интенсивности в последнее 
время привлекает большое внимание. Связано это с тем, что методы ее решения предъявляют значитель-
но меньшие требования к реализации, чем традиционные голографические методы, несмотря на исполь-
зование более сложных вычислительных алгоритмов. Первыми итерационный алгоритм восстановления 
полного поля предложили Гершберг и Сакстон [1].  Авторы использовали пространственные амплитуд-
ные распределения волнового поля, зарегистрированные в плоскости объекта и в Фурье-плоскости. Од-
нако предложенный ими алгоритм в ряде случаев демонстрировал такие проблемы, как стагнация и чув-
ствительность к шумам и ошибкам. Впоследствии эти сложности удалось преодолеть при помощи ис-
пользования дополнительных наборов данных в итерационном алгоритме [2]. Наиболее простым спосо-
бом получения таких наборов данных является регистрация распределений интенсивностей в различных 
плоскостях [3–5], однако не исключены и другие подходы, такие как вариация длины волны [6, 7] или 
использование канонических преобразований [8]. 

Как видно, существует множество путей решения фазовой проблемы. Порой не всегда легко разо-
браться, каким методом и при каких условиях лучше воспользоваться, поэтому в последнее время все 
чаще стали появляться работы, посвященные сравнению существующих методов восстановления 
волнового фронта [9–14]. Например, работы [9, 10] посвящены сравнению методов, основанных на 
использовании априорной информации о фазе объекта, а работа [11] рассматривает методы, применимые 
в электромагнитной дозиметрии. В [12] производится сравнение методов цифровой голографии, 
использующих Фурье-фильтрацию, с новым, предложенным авторами настоящей работы методом, 
основанным на концепции пространственных фазовых шагов. В [13] рассматривают модифицированные 
итерационные методы, а работа [14] посвящена сравнению эффективности методов восстановления фа-
зы, использующих уравнение переноса излучения в зависимости от равномерности распределения плос-
костей регистрации и граничных условий.  

Целью данной работы является сравнение двух итерационных безопорных методов восстановле-
ния фазы, нового метода восстановления комплексной амплитуды поля из внеосевых цифровых голо-
грамм и традиционного голографического метода, использующего Фурье-фильтрацию. Выбор методов 
для сравнения обусловлен следующими факторами: итерационный метод SBMIR (Single Beam Multiple 
Intensity Reconstruction) показал хорошую сходимость при использовании большого количества плоско-
стей регистрации [15]; FRIM (FResnel Iterative Method) – метод, предложенный научной группой Универ-
ситета ИТМО [5] – использует меньший набор данных для восстановления и позволяет учесть распреде-
ления интенсивности, записанные при вариации не только расстояния между плоскостями, но и (или) 
длины волны используемого излучения; DHCWR (Digital Holography Complex Wave Retrieval) – гологра-
фический метод восстановления комплексной амплитуды поля – обеспечивает отсутствие мнимого изо-
бражения за счет использования процедуры восстановления, основанной на решении переопределенной 
системы уравнения для каждого пикселя [16]; DHFF (Digital Holography Fourier Filtration) – устоявшийся 
метод обработки голограмм – выбран в качестве референтного [17]. 
 

Методы 
 

Рассмотрим кратко основные принципы исследуемых в данной работе методов. 
FRIM – итерационный метод, использующий в математической модели 2D-преобразование 

Френеля: 

2 2exp( )
( , , ) exp ( ) ( ) ( , )

2

ikl ik
U x y l x x y y u x y dx dy

i l l
               , 

где U (x, y, l) – комплексное поле объекта на расстоянии l; x, y – координаты в плоскости изображения; 
u(x′,y′) – комплексное поле в плоскости объекта; x′, y′ – координаты в плоскости объекта; λ – длина волны; 
k = 2π/λ – волновой вектор, i – мнимая единица. Порядок использования измеренных итерационных изо-
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бражений в FRIM следующий: I1 → O → I2 → O → I3 → O →…→O→ In → O → I1… . Здесь In – про-
странственные распределения интенсивности, записанные в плоскостях на различных расстояниях от 
объекта; стрелками обозначено распространение волнового фронта в свободном пространстве; 
O = v(x′,y′) аппроксимированная объектная функция в плоскости объекта. При наступлении сходимости 
эта функция совпадает с u(x′,y′) [5]. 

SBMIR – однолучевой итерационный восстановительный метод с использованием большого 
количества плоскостей регистрации. Здесь в качестве математической модели используется метод 
распространения углового спектра плоских волн [15], который позволяет рассчитывать распространение 
волнового поля между двумя близко расположенными плоскостями: 

2

2 2 2 22
ˆ( , , ) ( , )exp 1 exp[ 2 ( )]x y x y x y x y

i l
U x y l u u f f f f i f x f y df df



          , 

где U (x, y, l) – комплексная функция, описывающая волновое поле выходной плоскости; ˆ( , )x yu f f  –

 Фурье-преобразование волнового поля начальной плоскости u(x′,y′); x, y – координаты в плоскости реги-
страции; x′, y′ – координаты в плоскости объекта; fx, fy – пространственные частоты в плоскости регистра-
ции; l – переменная распространения;  – длина волны. Первая итерация включает в себя последователь-
ный расчет волнового фронта с первой до последней плоскости регистрации в прямом направлении. Пе-
ред началом следующей итерации волновой фронт, полученный на последней итерационной плоскости, 
распространяется в первую: I1 → I2 →…→ In → I1… . При наступлении сходимости восстановленный 
волновой фронт распространяется в плоскость объекта. 

DHCWR – голографический метод восстановления комплексной амплитуды поля [16]. В данном 
методе информация о волновом фронте объекта получается в результате двух независимых процедур. 
1. Восстановление амплитуды и фазы объектной волны в плоскости измерения в соответствии с кон-

цепцией пространственных фазовых шагов. Однако, в отличие от самого метода фазовых шагов, для 
вычисления фазы в каждом пикселе значения интенсивности берутся не из нескольких независимых 
интерферограмм в полосах бесконечной ширины, а из соседних пикселей вокруг искомого, которые 
расположены на одной голограмме. 

2. Численное распространение восстановленного волнового фронта в плоскость изображения. Для осу-
ществления первого этапа восстановления необходимо знать фазу опорной волны, и в случае исполь-
зования плоского волнового фронта в качестве опорного достаточно знать только угол, под которым 
фронт падает на регистрирующую матрицу. Угол определяется из любой записанной голограммы по 
ширине интерференционных полос участка, где фаза объектной волны постоянна. Ключевая же идея 
алгоритма заключается в том, что интенсивность голограммы I(x,y) и фаза опорной волны (x,y) в 
плоскости голограммы меняются намного быстрее, чем неизвестные величины – восстанавливаемая 
комплексная волна U(x,y) и амплитуда опорной волны A(x,y). Таким образом, объектная волна U(x,y) 
и амплитуда опорной волны A(x,y) – константы в некоторой области пикселя p(x,y). Для определения 
U(x,y) и А(х,y) необходимо решать в каждой области пикселя p(x,y) систему из М нелинейных уравне-
ний, где М – количество рассматриваемых точек в окрестности данного пикселя: 

2( ) | ( ) ( ) exp[ ( )] |m mI p p U p A p i p p     , (1) 

где I(p) – полученная голограмма; p + pm (m = 1,…, M) – позиция m-го пикселя в окрестности p. Вели-
чина М выбирается исходя из требования, что используемые при решении системы уравнений сосед-
ние пиксели должны попадать как минимум под одну интерференционную полосу. Это необходимо 
для успешного применения концепции пространственных фазовых шагов. Система (1) переопределе-
на и сводится к решению системы линейных уравнений для каждого пикселя: 
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, 

где α ൌ ∑ ௠ݓ ௠ܸ௠ ;	β ൌ ∑ ௠ݓ ௠ܸ
ଶ

௠ ; ௠ܸ  – нормированная комплексная опорная волна; wm – весовой мно-
житель, необходимый для выполнения условия о постоянстве U(x,y) и А(х,y) в окрестности точки p, 
чем дальше расположен рассматриваемый пиксель от p, тем меньше весовой множитель; 
=|Z|2/A2+A2 и Z=U*A – вспомогательные переменные («*» означает комплексное сопряжение). 

DHFF – цифровая голография с использованием Фурье-фильтрации. В данном методе для восста-
новления поля объектной волны применяется 2D-Фурье-преобразование для пространственной фильтра-
ции в Фурье-плоскости полезного сигнала. Таким образом, удается избавиться от дифракционного сла-
гаемого нулевого порядка и мнимого изображения [17]. Выражение для формируемой на регистрирую-
щей матрице голограммы имеет вид: 
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2 2 * *( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )I x y A x y U x y U x y A x y U x y A x y    , 

где ( , )I x y  – голограмма; * – оператор комплексного сопряжения, ( , )A x y  – опорная волна, ( , )U x y  –

 объектная волна. Фазу опорной волны (x,y) можно представить в виде пространственной модуляции по 
координатам: ( , ) 2 ( )x yx y f x f y     , где fx и fy – пространственные частоты по соответствующим ко-

ординатам. Для осуществления фильтрации производится вычисление преобразования Фурье получен-
ной голограммы: 

     
 

2 2

0, 0,

*
0, 0,

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

[ ( , )] ( , ) , ,

x y y

x y y

x

x

F I x y F A x y U x y F U x y A x y f f f f

F U x y A x y f f f f

     



  

   
 

где F[…] – обозначение преобразования Фурье;   – оператор свертки;  0, 0,,x y yxf f f f   – член час-

тотного сдвига, обусловленного поведением фазы опорной волны. Первый член данного выражения 
представляет собой Фурье-образ нулевого порядка, второй – объекта, третий – мнимого изображения. 
Избавляясь от первого и третьего слагаемых в Фурье-пространстве, информация о фазе можно получать 
только из второго. Применяя обратное преобразование Фурье, осуществляется переход из Фурье-
плоскости в плоскость регистрации. Далее восстановленное поле переносится в плоскость изображения с 
помощью преобразования Френеля. 
 

Эксперимент 
 

Для сравнения представленных выше методов была разработана универсальная эксперименталь-
ная установка, позволяющая записывать как внеосевые цифровые голограммы, так и наборы пространст-
венных распределений интенсивностей, необходимые для восстановления волнового фронта итерацион-
ными методами. Схема экспериментальной установки представлена на рис. 1. За ее основу взят интерфе-
рометр Маха–Цендера за исключением того, что в нашем случае опорный пучок проходит больший оп-
тический путь, чем предметный, но не более длины когерентности используемого лазера. Также для ре-
гистрации распределений интенсивностей в нескольких отстоящих друг от друга плоскостях, необходи-
мых для использования в итерационных методах восстановления фазы волнового фронта, система была 
расширена добавлением моторизированной микрометрической подвижки. На подвижке располагались 
регистрирующая матрица 6, светоделитель 5 и зеркало 9. В качестве источника излучения использовался 
одномодовый лазер Lasos RLD F-638-50-pvc, λ = 634,9 нм. Для регистрации распределений интенсивно-
сти была использована КМОП-матрица «VEI-830» 2048×1536, с размером пикселя Δx = 2,8 мкм. 

В режиме записи голограммы плоский волновой фронт после коллиматора 1 делился светоделите-
лем 2 на объектный и опорный пучки, далее в объектном плече располагался нейтральный фильтр 3 для 
выравнивания интенсивностей световых полей обоих плеч системы, после фильтра ослабленное излуче-
ние попадало на исследуемый объект 4, где формировалось спекл-поле, которое после прохождения све-
тоделителя 5 регистрировалось КМОП-матрицей 6. Опорный волновой фронт, в свою очередь, приходил 
на матрицу под небольшим углом  (регулируемым зеркалом 9), необходимым для наблюдения и регист-
рации интерференции полос конечной ширины при взаимодействии с объектной волной. Размер окна М в 
методе DHCWR был выбран равным 11, что обусловлено шириной наблюдаемых интерференционных 
полос. 

 

 
 

Рис. 1. Экспериментальная установка: 1– коллиматор; 2, 5 – светоделитель; 3 – светофильтр; 
4 – исследуемый объект; 6 – КМОП-матрица; 7 – диафрагма; 8, 9 – зеркала; 10 – подвижка 

 

Лазер 

1                    2               3          4                       5                       6 

8                                                              9          10 

7 
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Рис. 2. Схема для измерения набора данных для пространственного распределения интенсивностей (а); 
изображение объекта, снятое при помощи 4F-системы (б) 

 

Во время реализации итерационных методов опорная часть из зеркал 8, 9 отсекалась диафраг-
мой 7, и в регистрации изображения была задействована только объектная часть установки. При переме-
щении моторизированной подвижки 10 осуществлялась запись набора распределений интенсивностей, 
необходимых для восстановления волнового фронта. Начальное расстояние l0 = 26 мм для первой плоско-
сти регистрации было обусловлено физическими размерами светоделителя 5. Всего было использовано 
три распределения интенсивности, расстояния между которыми были выбраны по 1 мм в соответствии с 
критерием, дающим наилучшее качество восстановления, описанным в работе [18]. На рис. 2, а схема-
тично изображены объектная плоскость (O) и плоскости измерения интенсивностей. Тест-объект (лого-
тип «ITMO») был изготовлен на пленке для микрофильмирования. На рис. 3, б, представлено изображе-
ние объекта, снятое при использовании 4F-системы. Размеры объекта 0,5×0,6 мм2, высота букв 0,2 мм. 
 

Полученные результаты и обсуждение 
 

На рис. 3 изображены изображения объекта «ITMO», восстановленные четырьмя различными ме-
тодами: итерационными – FRIM (рис. 3, а) и SBMIR (рис. 3, б); голографическими – DHCWR (рис. 3, в) и 
DHFF (рис. 3, г). Из представленных результатов видно, что все методы обеспечивают удовлетворитель-
ные результаты восстановления изображения, хотя и проявляют незначительные различия в деталях. Из-
за особенностей итерационного подхода метода FRIM, связанного с чередующимся вычислением распро-
странения волнового фронта от плоскостей регистрации к плоскости объекта и обратно, имеют место 
дифракционные артефакты, возникающие по краям восстановленного изображения. Для численного 
сравнения полученных результатов был проведен расчет граничного контраста и наименьшего средне-
квадратичного отклонения (НСКО) полученных амплитуд от амплитуды 4F-системы. НСКО вычисляется 
по формуле [19] 

௦ܧ	 ൌ ඨቆ
∑ሺ| ௦ܸ| െ | ௦ܷ|ሻଶ

∑| ௦ܷ|ଶ
ቇ , 

где Vs – значение амплитуды оцениваемого изображения пикселя s; Us – значение амплитуды пикселя s 
амплитуды 4F-системы. Граничный контраст представляет собой отношение разности интенсивностей 
снаружи границы (Iout) объекта и внутри (Iin) [20]: 

ܭ ൌ
௢௨௧ܫ െ ௜௡ܫ
௢௨௧ܫ

. 

В таблице приведены значения НСКО и граничного контраста для полученных изображений. Вы-
сокие значения граничного контраста говорят о том, что все рассмотренные методы приемлемы для вос-
становления изображений, но наибольший контраст достигается при восстановлении цифровых голо-
грамм методом DHCWR. Метод DHFF показывает наибольшие значения НСКО, что характеризует его 
как худший из представленных методов: изображение, восстановленное данным методом, темнее на пе-
риферии. Это связано с потерями полезной информации при осуществлении фильтрации нулевого поряд-
ка и мнимого изображения. Нюансы сравнения наглядно раскрываются на рис. 4, где представлены рас-
пределения амплитуды восстановленного изображения вдоль сечения, проходящего через буквы «IT» 
(красные линии на увеличенных фрагментах рис. 3). Помимо результатов восстановления, полученных 
четырьмя рассматриваемыми методами, для сравнения на рис. 4 также представлено сечение амплитуды 
поля, полученное из зарегистрированного распределения интенсивности с использованием 4F-системы и 
нормированное по максимальному для рассматриваемых методов значению восстановленной амплитуды. 
Необходимость нормировки обусловлена большей мощностью лазера при записи распределения интен-
сивности в конфигурации 4F. 
 

100 мкм
О                               1        2                             n 

I0 
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Рис. 3. Восстановленные изображения объекта: FRIM (а); SBMIR (б); DHCWR (в); DHFF (г) 
 

 FRIM SBMIR DHCWR DHFF 
Es 0,50 0,60 0,54 0,62 
K 0,92 0,87 0,93 0,91 

 

Таблица. Значения НСКО и граничного контраста 
 

Сравнивая результаты, полученные с помощью итерационных методов, с результатами восстанов-
ления голограмм, можно заметить, что итерационные методы дают более резкие изображения: так, на 
рис. 3, а, б, отчетливо видны изображения пылинок, в то время как на рис. 3, в, г, присутствуют только 
искаженные изображения фона. На рис. 4 также можно заметить, что профиль символов «IT» более сгла-
жен в случае восстановления голографическими методами. 

 

 
 

Рис. 4. Сечения распределений амплитуд восстановленных изображений различными методами: FRIM, 
SBMIR, DHCWR, DHFF, 4F-система. L – расстояние вдоль красной линии увеличенных фрагментов рис. 3 
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Данное наблюдение можно объяснить следующим образом. 
В методе DHCWR производится решение системы M уравнений в окрестности каждого пикселя. 

Из-за ограничений, накладываемых на M, происходит снижение разрешения до размеров, определяемых 
толщиной интерференционных полос. Таким образом, разрешение данного метода ограничено несколь-
кими пикселями, что соответствует величине 6–12 мкм в условиях данного эксперимента. В методе DHFF 
использование пространственной фильтрации в Фурье-плоскости приводит к фактическому уменьшению 
разрешения. Применение же процедуры заполнения фильтруемого изображения нулями лишь позволяет 
увеличить сетку на восстановленном изображении, в то время как фактически количество информации не 
увеличивается. Стоит также обратить особое внимание на поведение итерационных методов FRIM и 
SBMIR. Сравнивая полученные данными методами результаты, можно сделать вывод, что границы сим-
волов на восстановленных методом FRIM изображениях более резкие, а само изображение более контра-
стное. Аналогичный результат был продемонстрирован нами в работе [21], посвященной сравнению трех 
итерационных методов. Однако в [21] метод SBMIR обеспечил лучшее качество восстановления, чем в 
настоящей работе. Вероятно, это связано с тем, что, в отличие от голографических, итерационные методы 
крайне чувствительны к юстировке. Погрешности в определении различных параметров, такие как рас-
стояния между зарегистрированными распределениями интенсивностей, смещения плоскостей регистра-
ций по координатам х и у, в итерационном расчете многократно усиливаются. Метод SBMIR, обычно ис-
пользующий более 10 распределений интенсивности, должен быть более устойчивым к помехам такого 
рода. Оценка подобного рода ошибок была произведена в статьях [8, 22], где с помощью методов числен-
ного моделирования было показано, что отклонение расстояния между плоскостями регистрации на 
0,1 мм от реального значения приводит к росту среднеквадратической ошибки более чем в 1,5 раза, а от-
клонение в поперечном направлении на 0,5 мкм – более чем в 10 раз. Совместно с другими факторами, 
увеличивающими ошибки, такими как вибрации или несовпадение оптической оси с направлением дви-
жения моторизированной подвижки, это приводит к заметному ухудшению качества восстановленного 
изображения. Однако ввиду таких преимуществ итерационных методов, как отсутствие опорного пучка, 
светоделителей и линз, достигается максимальная простота оптической системы. В связи с этим необхо-
димо найти возможность исключить из результата вклад ошибок, связанных с перемещением регистри-
рующей матрицы. Это можно реализовать в методе FRIM, варьируя длину волны вместо расстояния в 
процессе записи данных. Другим вариантом является полное исключение движущихся частей из системы 
регистрации за счет использования пространственно-временного модулятора света [23]. 

Подводя итог всему вышесказанному, можно сделать вывод о дальнейшей перспективности разви-
тия итерационных методов восстановления фазы волнового фронта. 
 

Заключение 
 

Было произведено сравнение итерационных и голографических методов восстановления волново-
го фронта. Голографический метод восстановления комплексной амплитуды поля (DHCWR) показал наи-
больший контраст восстановленного объекта среди рассмотренных методов. Итерационный метод FRIM 
на основе 2D-преобразования Френеля дал результат, по контрасту близкий к лучшему, и наименьшее 
среднеквадратическое отклонение, но с наличием дифракционных артефактов по краям восстанавливае-
мого изображения, проявление которых вероятно можно уменьшить при использовании аподизирующих 
функций. Метод SBMIR был разработан для большего количества зарегистрированных плоскостей, и, 
вероятно, поэтому восстановленные им изображения обладали меньшим контрастом и наибольшим сред-
неквадратичным отклонением. Голографический метод с применением Фурье-фильтрации (DHFF) пока-
зал контраст, сравнимый с методом FRIM, но большие величины НСКО ввиду потерь информации при 
фильтрации нулевого порядка и мнимого изображения в Фурье-плоскости. 
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Аннотация.  
Предмет исследования. Рассмотрены два подхода к решению задачи идентификации – алгоритмы подобных тре-
угольников и межзвездных угловых расстояний.  
Метод. Применительно к задаче определения астрономических координат автоматизированным зенитным телеско-
пом проведен сравнительный анализ этих алгоритмов с использованием экспериментальных данных, полученных с 
помощью макета зенитного телескопа. 
Основные результаты. В результате проведенного анализа определено, что метод идентификации звезд по меж-
звездным угловым расстояниям позволяет верно распознавать большее количество звезд и в несколько раз быстрее, 
чем алгоритм подобных треугольников. В связи с зависимостью алгоритма межзвездных угловых расстояний от фо-
куса объектива предложен комбинированный метод идентификации звезд. Идея метода заключается в совмещении 
двух упомянутых выше алгоритмов с целью решения следующих задач: расчета фокусного расстояния объектива и 
непосредственно распознавания звезд. 
Практическая значимость. Предложенный метод позволяет при сравнительно малом времени обработки распозна-
вать видимые в поле зрения астроориентиры независимо от наличия информации о фокусном расстояния объектива. 
Ключевые слова: оптико-электронный прибор, астрономические координаты, зенитный телескоп, идентификация звезд 
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Abstract.  
Scope of research. The paper deals with two approaches to the stars identification: an algorithm of similar triangles and an 
algorithm of interstellar angular distances. 
Method. Comparative analysis of the considered algorithms is performed using experimental data obtained by the prototype 
of zenith telescope as applied to the problem of coordinates determination by automated zenith telescope. 
Main results. The analysis has revealed that identification method based on the interstellar angular distances provides star 
identification with higher reliability and several times faster than the algorithm of similar triangles. However, the algorithm 
of interstellar angular distances is sensitive to the lens focal length, so a combined stars identification method is proposed. 
The idea of this method is to integrate the two above algorithms in order to calculate the lens focal length and to identify 
directly the stars. 
Practical significance. The combined method gives the possibility for valid identification of the stars visible in the field of 
view with comparatively short processing time whether the lens focal length is available or not. 
Keywords: optoelectronic device, astronomical coordinates, zenith telescope, stars identification. 
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Введение 
 

Автоматизированный зенитный телескоп предназначен для высокоточного определения астроно-
мических координат по результатам наблюдений околозенитного участка звездного неба и представляет 
собой оптико-электронный прибор (рис. 1), в котором объектив 1, соединенный с телекамерой 2, и дат-
чики горизонта 3 установлены на платформе, имеющей возможность разворота вокруг вертикальной оси. 
Также предусмотрен механизм автоматического горизонтирования 4. Оптическая ось объектива направ-
лена вертикально. 

 
 

Рис. 1. Макет зенитного телескопа: 1 – объектив; 2 – телекамера; 3 – датчики горизонта; 4 – механизм  
горизонтирования. Характеристики макета: фокусное расстояние 1900 мм, диаметр входного зрачка 
200 мм, размер фотоприемного устройства (ФПУ) 48723248 пикселей, размер пикселя 0,0074 мм 

 

 

 
Рис. 2. Эквивалентность астрономических и экваториальных координат 

 

Астрономические координаты определяются посредством измерения направления на небесные 
объекты (звезды) с известными экваториальными координатами (прямое восхождение α и склонение δ), 
при этом используют эквивалентность астрономических координат (φ, λ) точки наблюдения и экватори-
альных координат для звезд, расположенных непосредственно в зените (рис. 2): 

1 

2 

3 

4 
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;

,

  
    

 

где θ – гринвичское звездное время [1–3]. 
Однако на практике наблюдение звезд непосредственно в точке зенита затруднительно. В связи с 

этим измерения производятся в следующем порядке: 
1. регистрация при помощи телевизионной аппаратуры последовательности кадров, содержащих изо-

бражения астроориентиров, находящихся в зоне зенита (в пределах поля зрения); 
2. определение в каждом кадре координат энергетических центров изображений всех звезд [4–6]; 
3. идентификация звезд; 
4. интерполяция точки зенита и определение ее экваториальных координат. 

Одновременно фиксируется время регистрации кадра (для расчета ). Блок-схема алгоритма 
определения астрономических координат представлена на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Блок-схема алгоритма определения астрономических координат 
 

Важным этапом алгоритма определения астрономических координат является идентификация 
звезд. От количества верно опознанных астроориентиров зависит точность окончательного результата, а 
от скорости обработки – быстродействие всей системы. 

В настоящей работе представлены исследования различных подходов к решению задачи иденти-
фикации с целью синтеза алгоритма, позволяющего наиболее оперативно и достоверно распознавать 
звезды. 
 

Идентификация звезд 
 

Исходными данными для алгоритма идентификации служат измеренные координаты энергетиче-
ских центров изображений звезд в плоскости ФПУ (x, y) и их экваториальные координаты (, ) из ката-
лога [7].  

Для решения задачи идентификации необходимо сопоставить объекты, содержащиеся в двух об-
ластях – на изображении звездного неба и в рабочем каталоге, который представляет собой часть общего 
звездного каталога, выделенную по ряду признаков для текущего момента регистрации кадра с целью 
уменьшения объема вычислений. Следует отметить, что эти две области развернуты друг относительно 
друга и отмасштабированы произвольным образом. Кроме того, количество объектов в обеих областях 
не совпадает. 

Из всего многообразия алгоритмов идентификации целесообразно использовать наиболее быстро-
действующие, например, геометрические. Идея геометрических алгоритмов заключается в составлении 
из звезд, попавших в поле зрения объектива, различных геометрических фигур, в которых в качестве 
базовых характеристик для распознавания используются межзвездные угловые расстояния, сферические 
углы, образуемые звездами на небесной сфере, отношения сторон, периметры, площади и прочие харак-
теристики, с последующим сравнением их с таковыми же, но вычисленными для звезд из каталога, зара-
нее записанными в память компьютера [8–11]. 

Для решения задачи идентификации звезд, зарегистрированных зенитным телескопом, рассматри-
вались следующие геометрические алгоритмы: подобных треугольников и межзвездных угловых рас-
стояний. 
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Алгоритм сравнения подобных треугольников 
 

Вследствие того, что небесная сфера проецируется на плоскость, необходимо использовать преоб-
разования касательной проекции, т.е. перевести сферические координаты звезд (, ) в прямоугольные 
(идеальные) координаты с использованием следующих выражений [12]: 

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

ctgδsin( )
ξ ;

sin δ ctgδcosδ cos( )

cosδ ctgδsin δ cos( )
η ,

sin δ ctgδcosδ cos( )

 


  

  


  

  (1) 

где (0, 0) – начальные экваториальные координаты: 
δ0 = φ0;  
0 = λ0 + , 

где (0, 0) – геодезические координаты точки размещения зенитного телескопа. 
По координатам изображений звезд на ФПУ (x, y) и идеальным координатам (, ) строятся все-

возможные треугольники. Далее осуществляется процесс перебора, в котором каждый треугольник на 
изображении сравнивается со всеми треугольниками из рабочего каталога с целью определения подобия. 
Признаком, с помощью которого возможно определить подобие треугольников, является отношения сто-
рон: 

; ,
b a

p q
c c

   

где a, b, c – стороны треугольника (c  b  a). 
Разницы отношения сторон треугольников, составленных из звезд на изображении (p1, q1) и из 

объектов в каталоге (p2, q2), должны удовлетворять следующему условию: 

1 2

1 2

ε;

ε,

p p

q q

  


 
 (2) 

где ε – допустимое расхождение, обусловленное погрешностью вычисления сторон a, b, c в каждой из 
областей и зависящее от точности определения координат звезд на изображении и экваториальных 
координат в звездном каталоге. 

Из звезд, находящихся в соответствующих вершинах подобных треугольников, формируются пары 
(из двух треугольников – три пары), которые заносятся в табл. 1. Размер таблицы соответствий – N1, N2, 
где N1 – количество звезд в каталоге, N2 – количество звезд на снимке. 
 

  Звезды на снимке 

Зв
ез
ды

 в
 к
ат
ал
ог
е 

  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 3 5 1 0 1 2 2 0 0 0 
2 13 56 1 0 0 0 0 2 1 0 
3 46 13 0 1 1 1 0 0 0 0 
4 2 6 1 5 0 2 4 0 0 0 
5 2 2 61 3 0 0 3 0 0 1 
6 2 4 1 2 0 2 0 0 0 1 
7 1 0 0 1 2 0 3 0 0 0 
8 5 1 1 0 2 1 0 0 0 1 
9 1 2 0 59 0 2 2 0 0 0 

10 1 1 1 0 0 0 2 1 0 0 
11 4 2 2 1 65 0 0 0 0 0 
12 0 3 0 4 0 55 3 2 1 0 

 

Таблица 1. Фрагмент таблицы соответствий 
 

Каждый раз, когда выполняется условие (2), звездной паре прибавляется 1 «голос». Пары звезд, 
набравшие наибольшее количество «голосов» после завершения процесса перебора, считаются соответ-
ствующими друг другу [13]. 
 

Алгоритм сравнения межзвездных угловых расстояний 
 

Идея данного алгоритма распознавания звезд основывается на вычислении угловых расстояний 
между звездами в наблюдаемой группе и сравнении этих расстояний с таковыми же, но вычисленными 
для звезд из каталога (рис. 4). По измерениям абсцисс x и ординат y энергетических центров изображе-
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ний звезд рассчитываются косинусы углов и между направлениями на каждую пару отобразившихся 
звезд по формулам 

cos и ij = li lj + mi mj + ni nj, 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
, , ,

x y f
l m n

x y f x y f x y f
  

     
 

где f – фокусное расстояние объектива зенитного телескопа; i, j – порядковые номера звезд на изображе-
нии. Следует отметить, что при расчете косинусов углов и координаты (x, y) приводятся к центру ФПУ 
(x0, y0) (рис. 4). 

 
 

Рис. 4. Межзвездное угловое расстояние 
 

По данным каталога определяются угловые расстояния между парами звезд в виде косинусов этих 
расстояний, вычисленных по следующим формулам: 

cos k ij = li lj + mi mj + ni nj, 
l  = cos cos, m = cos sin, n = sin, 

где i, j – порядковые номера звезд в каталоге;  – склонение звезды;  – прямое восхождение звезды. 
При работе алгоритма идентификации происходит сравнение измеренных косинусов углов и для 

всех пар отобразившихся звезд с косинусами пар звезд k из каталога и выбор звезд, для которых выпол-
няется условие 

cos и – cos k   ,  (3) 
где  – допустимое расхождение между значениями косинусов, полученных по данным из каталога, и 
измеренными косинусами, обусловленное ошибками определения углов и и k [14–16]. Если выполня-
ется условие (3), то звездная пара заносится в таблицу соответствий, аналогичную табл. 1, по результа-
там заполнения которой определяются звезды, соответствующие друг другу. 
 

Сравнительный анализ алгоритмов идентификации 
 

С целью выбора алгоритма, позволяющего идентифицировать звезды с большей достоверностью и 
за более короткое время, был проведен сравнительный анализ. Для этого с помощью макета зенитного 
телескопа (рис. 1) были получены изображения звездного неба и произведена идентификация звезд с ис-
пользованием рассмотренных алгоритмов. При проведении сравнительного анализа оценивались количе-
ство верно идентифицированных звезд и время, затраченное на работу каждого алгоритма. Результаты 
представлены в табл. 2. 
 

Параметр 
Алгоритм подобных 

треугольников 
Алгоритм межзвездных 
угловых расстояний 

Количество верно опознанных звезд, % 99,00 99,15 

Время обработки данных, с 4,60  0,54  
Априорное знание фокусного расстояния не требуется требуется 

 

Таблица 2. Результаты сравнительного анализа алгоритмов идентификации 
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x 
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(xi, yi) 
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По представленным в табл. 2 результатам очевидно преимущество идентификации звезд с помо-
щью алгоритма межзвездных угловых расстояний, так как он позволяет верно распознавать большее ко-
личество звезд и в несколько раз быстрее, чем алгоритм подобных треугольников. Однако особенностью 
алгоритма идентификации по межзвездным углам является зависимость от фокусного расстояния объек-
тива, которое может изменяться вследствие влияния различных факторов, например, перепадов темпера-
тур. Учитывая указанные причины, было принято решение о создании комбинированного метода, позво-
ляющего оперативно распознавать звезды независимо от фокусного расстояния объектива. 
 

Комбинированный метод идентификации звезд 
 

Идея комбинированного метода идентификации звезд заключается в совмещении двух рассмот-
ренных выше алгоритмов с целью решения следующих задач: расчета фокусного расстояния объектива и 
непосредственно распознавания звезд. На первом шаге регистрируется пробный кадр, с использованием 
которого производится первичная идентификация методом подобных треугольников с целью расчета фо-
кусного расстояния объектива с использованием следующего выражения: 

,
tg( )

f
m


    (4) 

где  – размер пикселя ФПУ; m – масштабный коэффициент (угл.с/пиксель). Масштабный коэффициент 
может быть найден на основе параметров аффинного преобразования прямоугольных координат в иде-
альные (A0, A1, A2) [17]: 

0 1 2ξ .A A x A y    

Параметры аффинного преобразования определяются методом наименьших квадратов [18]: 
1( ) ξ,T TA H H H   (5) 
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, 

xi, yi – координаты энергетического центра изображения i-ой звезды; i – номер идентифицированной звез-
ды; n – количество идентифицированных звезд. Масштабный коэффициент определяется как 

2 2
1 2m A A  .   (6) 

Далее идентификация звезд производится по алгоритму межзвездных угловых расстояний. 
По изображению звездного неба, полученного с помощью макета зенитного телескопа, была про-

изведена идентификация звезд с использованием комбинированного метода. В результате обработки 
пробного кадра было идентифицировано 15 звезд. Координаты энергетических центров их изображений, 
а также идеальные координаты, рассчитанные в соответствии с (1), представлены в табл. 3. 

 
 

i x, пиксель y, пиксель  δ   

1 4419,75 1865,50 17° 19' 12,04" 60° 13' 07,79" 0,001009 –0,00774 
2 3622,87 668,91 16° 46' 37,33" 60° 23' 38,18" –0,00368 –0,00467 
3 2977,96 481,79 16° 41' 16,02" 60° 32' 14,39" –0,00443 –0,00216 
4 3814,37 664,93 16° 46' 35,32" 60° 21' 04,14" –0,00369 –0,00542 
5 4276,84 2284,48 17° 30' 29,31" 60°  15' 04,28" 0,002637 –0,00717 
6 2049,16 572,09 16° 43' 20,24" 60° 44' 41,81" –0,00411 0,001457 
7 2557,68 1723,61 17° 15'  00,41" 60° 38' 03,75" 0,000397 –0,00049 
8 2124,38 1226,62 17° 01' 17,99" 60° 43' 48,25" –0,00155 0,001184 
9 1555,59 534,35 16° 42'  05,93" 60° 51' 18,29" –0,00427 0,003379 

10 790,99 1375,71 17° 05'  02,07" 61° 01'  41,02" –0,00101 0,006384 
11 1243,65 828,52 16° 50'  04,55" 60° 55'  32,25" –0,00313 0,004603 
12 818,51 483,50 16° 40' 22,89" 61° 01'  09,87" –0,00449 0,006249 
13 2931,37 2798,28 17° 44' 22,10" 60° 33'  06,45" 0,004596 –0,00191 
14 2524,97 2344,74 17° 31' 58,37" 60° 38' 32,59" 0,002816 –0,00034 
15 2219,92 2383,27 17° 33' 00,48" 60° 42' 37,85" 0,002957 0,000847 

 

Таблица 3. Данные для расчета фокусного расстояния объектива 
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С использованием данных, представленных в табл. 3, в соответствии с (5) были определены пара-
метры аффинного преобразования прямоугольных координат в идеальные: 

A0 = –0,006398; A1 = 83,092363 10 ; A2 = 63,896791 10 . 
С использованием выражения (6) был рассчитан масштабный коэффициент: m = 0,804 ''. 

В соответствии с выражением (4) было определено фокусное расстояние объектива: 1898,94f   мм. 

Рассчитанное фокусное расстояние незначительно отличается от указанного в документации объ-
ектива ( 1900 ммf  ), используемого в макете зенитного телескопа. Таким образом, можно сделать вывод 

о работоспособности алгоритма расчета фокусного расстояния. 
Далее идентификация звезд была произведена методом межзвездных углов с использованием по-

лученного фокусного расстояния. Количество верно опознанных звезд в этом кадре составило 100%, 
время обработки первого кадра для расчета фокусного расстояния – 4,6 с, время, затраченное на иденти-
фикацию последующих снимков – 0,54 с на кадр. Таким образом, комбинированный метод позволяет при 
сравнительно малом времени обработки идентифицировать видимые в поле зрения астроориентиры не-
зависимо от наличия информации о фокусном расстоянии объектива. 
 

Заключение 
 

В работе рассмотрены два подхода к решению задачи идентификации звезд: алгоритм подобных 
треугольников и межзвездных угловых расстояний. 

Применительно к задаче определения астрономических координат автоматизированным зенитным 
телескопом проведен сравнительный анализ рассмотренных алгоритмов с использованием эксперимен-
тальных данных. В результате проведенного анализа определено, что метод идентификации звезд по 
межзвездным угловым расстояниям позволяет верно распознавать большее количество звезд и в несколь-
ко раз быстрее, чем алгоритм подобных треугольников. В связи с зависимостью алгоритма межзвездных 
угловых расстояний от фокуса объектива предложен комбинированный метод идентификации звезд, идея 
которого заключается в совмещении двух упомянутых выше алгоритмов с целью решения следующих 
задач: расчета фокусного расстояния объектива и непосредственно распознавания звезд. Комбинирован-
ный метод позволяет при сравнительно малом времени обработки распознавать видимые в поле зрения 
астроориентиры независимо от наличия информации о фокусном расстоянии объектива. 
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Аннотация. Всенаправленные оптико-электронные системы находят применение в тех сферах, где критичен боль-
шой угол обзора. Однако всенаправленные оптико-электронные системы имеют большую дисторсию, что затрудняет 
их повсеместное использование. В работе приведено сравнение проекционных функций перспективных объективов 
и всенаправленных сверхширокоугольных объективов типа «рыбий глаз» с углом обзора не менее 180°, из которого 
следует, что такие объективы не могут быть описаны с помощью отклонения от перспективной модели. Для решения 
этой проблемы был предложен алгоритм преобразования изображений, полученных всенаправленными оптическими 
системами, к классическому перспективному виду с использованием процедуры калибровки всенаправленной опти-
ко-электронной системы. Приведено краткое сравнение четырех методов калибровки всенаправленных оптико-
электронных систем, доступных в виде инструментариев с открытым исходным кодом. Приведена геометрическая 
проекционная модель, используемая для калибровки всенаправленной оптической системы. Алгоритм состоит из 
нескольких этапов. Сначала производится калибровка всенаправленной оптической системы, результатом работы 
которой является проекционная функция оптической системы, которая задает связь трехмерных координат точки в 
пространстве предметов и координат ее изображения в плоскости фотоприемника. Затем рассчитывается массив 
трехмерных точек, описывающий плоскость в пространстве предметов и характеризующий таким образом поле зре-
ния виртуальной камеры. Потом с помощью проекционной функции, полученной в результате калибровки, произво-
дится расчет массива координат изображений трехмерных точек в плоскости фотоприемника. На последнем этапе 
результирующее изображение формируется путем приравнивания яркости пикселей этого изображения и яркостей 
соответствующих им пикселей исходного всенаправленного. Разработанный алгоритм позволяет получить изображе-
ние части поля зрения всенаправленной оптико-электронной системы с исправленной дисторсией из исходного все-
направленного изображения. Алгоритм предназначен для работы с всенаправленными оптико-электронными систе-
мами, как с зеркально-линзовыми оптическими системами, так и со сверхширокоугольными объективами типа «ры-
бий глаз». Представлены экспериментальные результаты работы алгоритма. 
Ключевые слова: всенаправленные камеры, объективы типа «рыбий глаз», катадиоптрические камеры, преобразо-
вание изображений 
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Abstract. Omnidirectional optoelectronic systems find their application in areas where a wide viewing angle is critical.  
However, omnidirectional optoelectronic systems have a large distortion that makes their application more difficult. The 
paper compares the projection functions of traditional perspective lenses and omnidirectional wide angle fish-eye lenses with 
a viewing angle not less than 180°. This comparison proves that distortion models of omnidirectional cameras cannot be 
described as a deviation from the classic model of pinhole camera. To solve this problem, an algorithm for transforming 
omnidirectional images has been developed. The paper provides a brief comparison of the four calibration methods available 
in open source toolkits for omnidirectional optoelectronic systems. Geometrical projection model is given used for calibration 
of omnidirectional optical system. The algorithm consists of three basic steps. At the first step, we calculate he field of view 
of a virtual pinhole PTZ camera. This field of view is characterized by an array of 3D points in the object space. At the 
second step the array of corresponding pixels for these three-dimensional points is calculated. Then we make a calculation of 
the projection function that expresses the relation between a given 3D point in the object space and a corresponding pixel 
point. In this paper we use calibration procedure providing the projection function for calibrated instance of the camera. At 
the last step final image is formed pixel-by-pixel from the original omnidirectional image using calculated array of 3D points 
and projection function. The developed algorithm gives the possibility for obtaining an image for a part of the field of view of 
an omnidirectional optoelectronic system with the corrected distortion from the original omnidirectional image. The 
algorithm is designed for operation with the omnidirectional optoelectronic systems with both catadioptric and fish-eye 
lenses. Experimental results are presented. 
Keywords: omnidirectional cameras, fish-eye lenses, catadioptric cameras, image transformation. 
Acknowledgements. The work has been partially financially supported by the Government of the Russian Federation (grant 
074-U01). 

Введение 
 

Всенаправленные оптико-электронные системы находят применение в тех сферах, где критичен 
большой угол обзора. Однако всенаправленные оптико-электронные системы имеют большую дисторсию, 
что затрудняет их использование в измерительных и наблюдательных телевизионных системах [1–3]. 

Большинство современных оптических систем могут приближенно быть описаны перспективной 
геометрической моделью (рис. 1, а), при этом дисторсией будет считаться отклонение от этой модели. 
Проекционная функция таких объективов может быть выражена следующим образом: 

tan
'

r

f
 


,           (1)  

где r – высота изображения; f′ – фокусное расстояние;  – угол падения луча. Из выражения (1) легко 
заметить, что при угле падения луча, равном 90°, мы получим бесконечный радиус изображения (так как 
радиус изображения пропорционален тангенсу угла падения луча). Из этого следует, что сверхшироко-
угольные объективы типа «рыбий глаз» с углом обзора не менее 180° не могут быть описаны с помощью 
отклонения от этой модели. М.М. Русинов в работе [4] предложил проекционную функцию для сверх-
широкоугольных объективов типа «рыбий глаз», в которой радиус изображения пропорционален углу 
падений луча (рис. 1, б): 

'

r

f
  . 

 
а б 

Рис. 1. Перспективная геометрическая модель объектива (а); геометрическая модель  
сверхширокоугольного объектива типа «рыбий глаз» (б) 
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В предыдущих работах [5, 6] мы, как и некоторые другие авторы [7, 8], использовали для алгорит-
ма данную функцию, однако стало очевидно, что на практике функция передачи меняется в зависимости 
от конкретной модели объектива и, в общем случае, заранее неизвестна. Чтобы решить эту проблему, был 
разработан алгоритм преобразования изображений, полученных всенаправленными камерами, в изобра-
жения с исправленной дисторсией, соответствующие классической перспективной модели с использова-
нием процедуры калибровки. 

Под всенаправленными оптико-электронными системами (всенаправленными камерами) мы под-
разумеваем оптико-электронные системы, поле зрения которых хотя бы в одной из плоскостей достигает 
360°. Существует три наиболее часто встречающихся вида всенаправленных оптических систем: 
1. оптические системы со сверхширокоугольными объективами типа «рыбий глаз» с углом обзора не 

менее 180°, способные захватывать не менее полусферы окружающего пространства; 
2. зеркально-линзовые (катадиоптрические) оптические системы, представляющие собой камеры с 

обычным объективом с установленной на него насадкой в виде зеркала, обладающего вращательной 
симметрией. Форма поверхности зеркала может варьироваться от конуса до эллипса;  

3. многокамерные системы, большое поле зрения которых достигается за счет использования несколь-
ких камер с перекрывающимися полями зрения.  

В работе мы ограничимся рассмотрением однокамерных оптико-электронных систем, т.е. камер с 
объективами типа «рыбий глаз» и катадиоптрических камер. 

Целью настоящей работы является разработка алгоритма преобразования изображений, получен-
ных камерами с всенаправленными объективами, к классическим изображениям перспективного вида с 
исправленной дисторсией. Конечной целью являлась разработка модуля для программы оптико-
электронной системы наблюдения (ОЭСН) «Тайфун», реализующего на основе всенаправленной камеры 
функции немеханической поворотной камеры, работающей по детектору движения. В связи с этим к ал-
горитму предъявлялись дополнительные требования: 
 алгоритм должен быть универсальным, т.е. работать как с всенаправленными камерами с объективом 

типа «рыбий глаз», так и с катадиоптрическими оптическими системами; 
 процесс калибровки должен быть доступен для неквалифицированных пользователей системы и не 

должен требовать применения специальных технических средств. 
Алгоритм может найти применение в системах видеонаблюдения, в которых могут быть использо-

ваны различные модели камер и объективов к ним, при этом алгоритм должен быть универсален, для 
работы потребуется предварительно провести несложную процедуру калибровки. Кроме того, алгоритм 
может найти применение в различных сферах робототехники, где важен широкий угол обзора, но при 
этом есть необходимость устранения дисторсии, свойственной всенаправленным камерам. 
 

Существующие методы калибровки всенаправленных оптических систем 
 

Поиск функции передачи объектива, связывающей трехмерные координаты точки в пространстве 
предметов с координатами ее изображения в плоскости приемника, является ключевым моментом для 
алгоритма преобразования изображений. Решается задача поиска функции передачи с помощью калиб-
ровки всенаправленной оптической системы. 

Существует множество методов калибровки всенаправленных оптических систем. Одно из наибо-
лее подробных сравнений этих методов приведено в работе [9]. Среди множества рассмотренных методов 
калибровки авторами отдельно выделена группа из четырех методов, доступных в виде инструментариев 
с открытым исходным кодом. 
1. Mei и River [10]. Авторами используется сферическая модель камеры, для калибровки требуются не-

сколько изображений съемки двумерного тест-объекта. 
2. Puig и соавторы [11]. Также используется сферическая модель камеры. Для калибровки используется 

трехмерный тест-объект, состоящий из трех перпендикулярных тест-объектов в виде шахматной доски. 
3. Barreto и Araujo [12]. Также используется сферическая модель камеры. Для калибровки используется 

одно изображение съемки камерой, содержащее минимум 3 линии. 
4. Scaramuzza [13]. Всенаправленные изображения рассматриваются как искаженные, параметры иска-

жения должны быть рассчитаны. Для калибровки используются изображения съемки двумерных тест-
объектов в виде шахматной доски. 

При этом третья методика не работает со сверхширокоугольными объективами типа «рыбий глаз». 
Оставшиеся три методики имеют примерно одинаковые показатели по точности калибровки, достаточ-
ные для решения поставленной задачи. 

Из оставшихся трех методик мы стремились выбрать такую методику, которая не требовала бы 
специальных технических средств, а также могла быть выполнена неквалифицированным работником 
(или пользователем системы). Исходя из этого, была выбрана методика Scaramuzza как наиболее простая 
и удобная для практического применения. Методика реализована в виде инструментария «OCamCalib» 
для среды MATLAB. Данный инструментарий используется такими организациями, как NASA, PHILIPS, 
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BOSCH, DAIMLER. Для осуществления калибровки требуется сделать с помощью калибруемой оптиче-
ской системы несколько снимков тест-объекта в виде шахматной доски. Дальнейший процесс калибровки 
практически полностью автоматизирован. Результатом калибровки являются рассчитанные параметры 
(такие как координаты центра и коэффициенты полинома) для двух функций, задающих прямую 
(ሺݑ′, ሻ′ݒ ൌ ,ݔ2ܿܽ݉ሺ݈݀ݎ݋ݓ ,ݕ ,ݔሻ) и обратную (ሺݖ ,ݕ ሻݖ ൌ ,′ݑሺ݈݀ݎ݋ݓ2݉ܽܿ  ሻ) связь трехмерных координат′ݒ
точки в пространстве предметов и координат ее изображения в системе координат фотоприемника. Про-
цесс калибровки и его математический аппарат подробно описаны в работах [13, 14]. 
 

Геометрическая проекционная модель, используемая для калибровки  
всенаправленной оптической системы 

 

Геометрическая проекционная модель всенаправленной камеры, используемая для калибровки, 
изображена на рис. 2. 

 
а б в 

 

Рис. 2. Геометрическая проекционная модель катадиоптрической всенаправленной камеры (а); 
геометрическая проекционная модель камеры с объективом типа «рыбий глаз» (б); координаты  

в плоскости приемника камеры (в) 
 

Здесь XYZ – система координат в пространстве объектов; UV – система координат в плоскости фо-
топриемника; [x, y, z] – координаты точки в пространстве объектов; p – изображение точки; [u, v] – коор-
динаты изображения этой точки в плоскости фотоприемника; P – вектор, исходящий из начала координат 
и направленный на точку в пространстве объектов. 

Модель предполагает следующие допущения: 
 катадиоптрическая камера является центрированной оптической системой, а следовательно, сущест-

вует точка, в которой пересекаются все отраженные лучи. Эта точка является началом системы коор-
динат XYZ; 

 фокальная плоскость оптической системы должна совпадать с плоскостью фотоприемника, допусти-
мы только незначительные отклонения; 

 зеркало имеет вращательную симметрию относительно оптической оси; 
 дисторсия объектива в модели не учитывается, так как использование зеркала во всенаправленных 

камерах требует от объектива большого фокусного расстояния. Благодаря этому дисторсией объектива 
действительно можно пренебречь. Однако в случае использования объектива типа «рыбий глаз» его 
дисторсия уже будет включена в вычисляемую проекционную функцию. 

Так как мы полагаем, что фокальная плоскость оптической системы совпадает с плоскостью фото-
приемника, из этого следует, что x и y пропорциональны u и v соответственно: 

ቂ
ݔ
ቃݕ ൌ ߙ ∙ ቂ

ݑ
  	,ቃݒ

где ߙ	– коэффициент масштабирования, ߙ ൐ 0 . 
Целью калибровки является нахождение функции, которая установит соответствие между точкой 

изображения p и трехмерным вектором P. Таким образом, 
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Включим α в функцию f , тогда 
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Вследствие того, что вектор P не является точкой, а лишь направлением к ней, последнее упроще-
ние допустимо. Более того, благодаря тому, что зеркало вращательно-симметрично (как и дисторсия объ-
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ектива «рыбий глаз»), функция  f(u, v) зависит только расстояния от изображения точки до центра изо-
бражения: 

ࡼ  ቈ
ݔ
ݕ
ݖ
቉ ൌ ൥

ݑ
ݒ

݂ሺߩሻ
൩, 

где 	ρ ൌ ଶݑ√ ൅  .ଶݒ
Таким образом, результатом калибровки является нахождение функции f(ρ), которая может быть 

описана полиномом n-ой степени: 
݂ሺߩሻ ൌ ܽ଴ ൅ ܽଵߩ ൅ ܽଶߩଶ ൅ ܽଷߩଷ ൅ ⋯൅ ܽ௡ߩ௡. ߩ 

Однако, получив коэффициенты полинома ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ	. . .		ܽ௡, нам необходимо учесть искажения, вызван-
ные процессом дискретизации фотоприемника, а также тем, что пиксели не всегда имеют квадратную 
форму. Из-за этого граница кругового изображения принимает форму эллипса (рис. 3). Чтобы учесть эти 
искажения, дополним нашу модель аффинными преобразованиями: 

ቂݑ′
′ݒ
ቃ ൌ ቂܿ ݀

݁ 1
ቃ ∙ ቂ

ݑ
ቃݒ ൅ ൤

′௖ݔ
′௖ݕ
൨, 

где u′, v′ – истинные координаты в системе координат фотоприемника; u, v – координаты без учета дис-
торсии; xc′, yc′ – координаты центра кругового изображения. 
 

 
 

Рис. 3. Искажения, вызванные процессом дискретизации (при использовании прямоугольных элементов 
матрицы) и смещением осей камеры и зеркала (объектива) 

 

Таким образом, в результате калибровки рассчитаны все необходимые параметры для функций 
[14], задающих прямую и обратную связь трехмерных координат точки в пространстве предметов и коор-
динат ее изображения в системе координат фотоприемника (далее мы будем считать, что внутри этих 
функции уже содержатся рассчитанные параметры): 
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Алгоритм преобразования изображений, полученных всенаправленными оптико-электронными 
системами 

 

Алгоритм состоит из трех базовых частей. Первый этап – формирование облака трехмерных точек 
в пространстве предметов, соответствующих полю зрения виртуальной камеры с перспективной геомет-
рической моделью. Второй этап – нахождение координат изображений этих точек в плоскости фотопри-
емника. При этом используется передаточная функция всенаправленной оптико-электронной системы, 
найденная с помощью процедуры калибровки всенаправленных камер. Третий этап – поэлементное (по-
пиксельное) формирование выходного изображения из исходного всенаправленного изображения с ис-
пользованием координат, полученных на втором этапе. 

Первый этап – формирование облака точек, характеризующих поле зрения виртуальной 
перспективной камеры. Чтобы сформировать облако точек, характеризующих поле зрения виртуальной 
перспективной камеры, нам необходимо задать характеристики этой камеры: Hres – горизонтальное раз-
решение; Kres – соотношение сторон (например, 4/3 или 16/9); Vres = Hres / Kres – вертикальное разрешение; 
α – угол поля зрения виртуальной камеры; φ – угол поворота виртуальной камеры вокруг оси Z; θ – угол 
наклона виртуальной  камеры от оси Z. 

u 

v 



В.П. Лазаренко, Т.С. Джамийков, В.В. Коротаев, С.Н. Ярышев  
 

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики,  
2015, том 15, № 1  
 

35 

Ось Z совпадает с оптической осью всенаправленной камеры. Сначала произведем расчет поля 
зрения виртуальной камеры с φ = 0, θ = 0 (рис. 4). Так как при прохождении через объектив мы теряем 
информацию о дальности до объекта, то плоскость поля зрения виртуальной камеры мы можем размес-
тить на произвольном расстоянии. Для упрощения расчетов поместим ее на расстоянии в 1 м. 

 

 
 

Рис. 4. Поле зрения виртуальной камеры с φ = 0, θ = 0 
 

Таким образом, поле зрения виртуальной камеры будет представлять собой прямоугольную об-
ласть ABCD, расположенную параллельно плоскости YOX на единичном расстоянии. Прямоугольная об-
ласть представляет собой массив M координат трехмерных точек ௜ܲ,௝ размером Hres на Vres элементов: 

ܯ ൌ ቎
଴ܲ,଴ ⋯ ுܲೝ೐ೞିଵ,଴

⋮ ⋮ ⋮
଴ܲ,௏ೝ೐ೞିଵ ⋯ ுܲೝ೐ೞିଵ,௏ೝ೐ೞିଵ

቏, 

௜ܲ,௝ ൌ ൥
௜,௝ݔ
௜,௝ݕ
௜,௝ݖ

൩. 

Таким образом, точке А будет соответствовать ଴ܲ,଴; B – ுܲೝ೐ೞିଵ,଴; C – ଴ܲ,௏ೝ೐ೞିଵ; D – ுܲೝ೐ೞିଵ,௏ೝ೐ೞିଵ. 
Произведем расчет геометрических размеров области ABCD: 

ܦܣ ൌ 2 ∙ ݃ݐ ቀ
ߙ
2
ቁ , 

ܥܣ ൌ ඥܦܣଶ െ ଶܤܣ ൌ ඨ
ሺ2ߙ݃ݐሻଶ ∙ ௥௘௦ଶܭ

௥௘௦ଶܭ ൅ 1
	, 

ܤܣ ൌ ௥௘௦ܭ/ܥܣ ൌ ඨ
ሺ2ߙ݃ݐሻଶ ∙ ௥௘௦ଶܭ

௥௘௦ଶܭ ൅ 1
	. 

Найдем координаты вершин A, B, C, D: 

ܣ ൌ ଴ܲ,଴ ൌ ൥
଴,଴ݔ
଴,଴ݕ
଴,଴ݖ

൩ ൌ ൥
െ2/ܥܣ
െ2/ܤܣ

1
൩, 

ܤ ൌ ଴ܲ,௏ೝ೐ೞషభ ൌ ൥
଴,௏ೝ೐ೞିଵݔ
଴,௏ೝ೐ೞିଵݕ
଴,௏ೝ೐ೞିଵݖ

൩ ൌ ൥
െ2/ܥܣ
2/ܤܣ
1

൩, 

ܥ ൌ ுܲೝ೐ೞషభ,଴ ൌ ൥
ுೝ೐ೞିଵ,଴ݔ
ுೝ೐ೞିଵ,଴ݕ
ுೝ೐ೞିଵ,଴ݖ

൩ ൌ ൥
2/ܥܣ
െ2/ܤܣ

1
൩, 

ܦ ൌ ுܲೝ೐ೞషభ,௏ೝ೐ೞషభ ൌ ൥
ுೝ೐ೞିଵ,௏ೝ೐ೞିଵݔ
ுೝ೐ೞିଵ,௏ೝ೐ೞିଵݕ
ுೝ೐ೞିଵ,௏ೝ೐ೞିଵݖ

൩ ൌ ൥
2/ܥܣ
2/ܤܣ
1

൩. 

Отметив, что для всех строк ݔ௜,଴ ൌ ௜,ଵݔ ൌ. . . ൌ ଴,௝ݕ ௜,௏ೝ೐ೞିଵ, для всех столбцовݔ ൌ ଵ,௝ݕ ൌ. . . ൌ  ,ுೝ೐ೞିଵ,௝ݕ
а для всех точек z = 1, получим: 

௜ݔ ൌ െ
ܥܣ
2
൅

ܥܣ
௥௘௦ܪ െ 1

∙ ݅, 

௝ݕ ൌ െ
ܤܣ
2
൅

ܤܣ

௥ܸ௘௦ െ 1
∙ ݆, 

Y 

O X 

D B 

A 

Z 

C 
E Z=1 

 
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௜ܲ,௝ ൌ ൥
௜ݔ
௝ݕ
1
൩. 

Далее необходимо рассчитать поле зрения M в соответствии с углами поворота φ и наклона θ 
(рис. 5). Произведем наклон поля зрения M на угол θ, при этом xi останется неизменным: 

ܲ′௜,௝ ൌ ቎

௜′ݔ
௝′ݕ
௝′ݖ
቏ ൌ ൥

௜ݔ
െߠ݊݅ݏݖ ൅ ߠݏ݋௝ܿݕ
ߠݏ݋ܿݖ ൅ ߠ݊݅ݏ௝ݕ

൩ ൌ ൥

௜ݔ
ߠݏ݋௝ܿݕ െ ߠ݊݅ݏ
ߠ݊݅ݏ௝ݕ ൅ ߠݏ݋ܿ

൩. 

 

  
 

Рис. 5. Наклон поля зрения виртуальной камеры на угол θ 
 

Далее повернем поле зрения M относительно оси Z на угол φ (рис. 6), при этом ݖ′௝ останется неиз-
менным: 

ܲ′′௜,௝ ൌ ቎

௜,௝′′ݔ
௜,௝′′ݕ
௝′′ݖ

቏ ൌ ቎

߮ݏ݋௜ܿ′ݔ ൅ ߮݊݅ݏ௝′ݕ

െݔ′௜߮݊݅ݏ ൅ ߮ݏ݋௝ܿ′ݕ

௝′ݖ

቏	,  (3) 

 
Рис. 6. Поворот поля зрения виртуальной камеры на угол φ относительно оси Z 

 

Второй этап – поиск координат изображений точек. Чтобы получить соответствие между про-
странственными координатами точки ܲ′′௜,௝, полученными в выражении (3), и пиксельными координатами 
p′ ее изображения в системе координат фотоприемника, применим функцию прямой связи координат (2), 
с параметрами, рассчитанными в результате калибровки: 

௜,௝′݌ ൌ ൤
௜.௝′ݑ
௜.௝′ݒ

൨ ൌ 2ܿܽ݉൫ܲ′′௜,௝൯݈݀ݎ݋ݓ ൌ 2ܿܽ݉ቌ቎݈݀ݎ݋ݓ

௜,௝′′ݔ
௜,௝′′ݕ
௝′′ݖ

቏ቍ. 

Таким образом, мы получим массив M′, содержащий пиксельные координаты изображений точек 
для рассчитанного поля зрения: 

Y 

DA 
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CB 
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C B 
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A
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′ܯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ൤

଴,଴′ݑ
଴,଴′ݒ

൨ ⋯ ൤
ுೝ೐ೞషభ,଴′ݑ
ுೝ೐ೞషభ,଴′ݒ

൨

⋮ ⋮ ⋮

൤
଴,௏ೝ೐ೞషభ′ݑ
଴,௏ೝ೐ೞషభ′ݒ

൨ ⋯ ൤
ுೝ೐ೞషభ,௏ೝ೐ೞషభ′ݑ
ுೝ೐ೞషభ,௏ೝ೐ೞషభ′ݒ

൨
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 . 

Третий этап – формирование исправленного изображения. Теперь нам осталось только сфор-
мировать результирующее изображение попиксельно из исходного всенаправленного изображения: 

′ܫ ൌ ቎
,଴,଴′ݑ൫ܮ ଴,଴൯′ݒ ⋯ ,ுೝ೐ೞషభ,଴′ݑ൫ܮ ுೝ೐ೞషభ,଴൯′ݒ

⋮ ⋮ ⋮
,଴,௏ೝ೐ೞషభ′ݑ൫ܮ ଴,௏ೝ೐ೞషభ൯′ݒ ⋯ ,ுೝ೐ೞషభ,௏ೝ೐ೞషభ′ݑ൫ܮ ுೝ೐ೞషభ,௏ೝ೐ೞషభ൯′ݒ

቏,  

где ܮ – величина сигнала в данном пикселе фотоприемника (или исходного всенаправленного изображе-
ния) с координатами ݑ′௜,௝, -௜,௝. При этом повысить качество результирующего изображения можно с по′ݒ
мощью алгоритмов интерполяции, так как мы имеем дело с дробными значениями координат. 
 

Экспериментальные результаты 
 

Была произведена калибровка всенаправленной камеры с помощью инструментария «OCamCalib». 
Для этого было сделано 9 снимков тест-объекта в виде шахматной доски на калибруемую камеру. Нами 
была использована двухмегапиксельная IP-камера с установленным на нее сверхширокоугольным объек-
тивом типа «рыбий глаз» (Fujinon FE185C046HA-1). 

Калибровка была произведена со следующими результатами: 
 координаты центра кругового изображения (пиксель): xc′ = 580,718, yc′ = 770,693; 
 среднеквадратическая ошибка перепроецирования (пиксель): 0,794; 
 аффинные коэффициенты: c = 0,999779217318396, d = 0,0000913037, e = –0,00037467188; 
 коэффициенты полинома: a0 = –338,2953325845469, a1 = 0, a2 = 0,00000010675995669,  

a3 = –0,00000000007556347, a4 = – 0,00000000000015930. 
Как видно из результатов, среднеквадратическая ошибка перепроецирования (другими словами, 

ошибка функции прямой связи координат world2cam) оказалась менее одного пикселя, в чем можно убе-
диться на рис. 7, б. Такой точности достаточно как для задач наблюдения, так и для большинства измери-
тельных задач. 

 

        

а                                                                                               б 
 

Рис. 7. Результаты калибровки с помощью инструментария «OCamCalib». Пример неверного определения 
калибровочных параметров [13] (а); результат экспериментальной калибровки – положение  

калибровочных точек и перепроецированных точек совпадает, что подтверждает верное определение ка-
либровочных параметров (б). Кресты – найденные калибровочные точки тест-объекта, кружки – результат 

проецирования рассчитанных в процессе калибровки трехмерных координат  
калибровочных точек обратно на изображение. Размер каждого квадрата тест-объекта – 20 мм  

 

Далее параметры, найденные в результате калибровки, были использованы в алгоритме, реализо-
ванном в модуле для ОЭСН  «Тайфун» [15]. Модуль реализует на основе всенаправленной камеры функ-
ции немеханической поворотной камеры, поворачивающейся вслед за движущимися объектами. На рис. 8 
приведен пример работы программы.  

Таким образом, с помощью разработанного алгоритма нами реализована немеханическая поворот-
ная камера на основе всенаправленной камеры, при этом среднеквадратическая ошибка перепроецирова-
ния точек из исходного всенаправленного изображения на изображение с исправленной дисторсией со-
ставила менее одного пикселя. 

Y 
O 

X 
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 а б 
Рис. 8. Реализация алгоритма в ОЭСН «Тайфун»: исходное изображение (а); виртуальная PTZ-камера, 

направляемая детектором движения (б) 
 

Заключение 
 

Разработан алгоритм преобразования изображений, полученных всенаправленными камерами, в 
изображения с исправленной дисторсией, соответствующие классической проекционной геометрической 
модели. Разработанный алгоритм позволяет получить изображение части поля зрения всенаправленной 
камеры с исправленной дисторсией. Алгоритм подходит для работы с всенаправленными камерами, как с 
катадиоптрическими оптическими системами, так и с объективами типа «рыбий глаз». 

Алгоритм был успешно применен в программном модуле для оптико-электронной системы наблю-
дения «Тайфун», реализующем на основе всенаправленной камеры функции немеханической поворотной 
камеры, поворачивающейся вслед за движущимися объектами [15]. 

Алгоритм может найти применение в системах видеонаблюдения, в которых могут быть использо-
ваны различные модели камер и объективов к ним, при этом алгоритм универсален, для работы потребу-
ется предварительно провести несложную процедуру калибровки. Кроме того, алгоритм может найти 
применение в различных сферах робототехники, где важен широкий угол обзора, но при этом есть необ-
ходимость устранения дисторсии, свойственной всенаправленным камерам. 
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Аннотация. Рассматривается задача синтеза адаптивного наблюдателя магнитного потока для синхронного двигате-
ля с постоянными магнитами. Допускается, что некоторые электрические параметры, такие как сопротивление и 
индуктивность, являются известными постоянными числами, но сам магнитный поток, скорость вращения ротора и 
угол его положения не измеряются. Предлагается новый робастный подход к синтезу адаптивного наблюдателя маг-
нитного потока, обеспечивающий глобальную ограниченность всех сигналов, а также экспоненциальную сходимость 
к нулю ошибки между потоком и его оценкой, вырабатываемой адаптивным наблюдателем. Задача синтеза адаптив-
ного наблюдателя потока была решена с использованием тригонометрических свойств и линейной фильтрации, 
обеспечивающей парирование неизвестных членов, полученных в результате математических преобразований. Клю-
чевая идея заключается в новом способе параметризации динамической модели магнитного потока. На первом шаге 
сформирована математическая модель, содержащая неизвестные параметры и зависящая от измеряемых сигналов 
силы тока и напряжения в обмотках двигателя. С использованием основного тригонометрического тождества найде-
но линейное уравнение, из которого исключены функции, зависящие от неизмеряемых величин угла и угловой скоро-
сти вращения ротора. Применяя динамические фильтры первого порядка, получена стандартная регрессионная мо-
дель, состоящая из измеряемых функций времени и неизвестных параметров. Далее построен градиентный алгоритм 
оценивания неизвестных параметров, гарантирующий ограниченность всех сигналов в системе. Доказано утвержде-
ние о том, что при выполнении условия неисчезающего возбуждения, означающего наличие достаточного количества 
гармоник в регрессоре, гарантирована экспоненциальная сходимость к нулю всех ошибок оценивания неизвестных 
параметров. Показано, что ошибка наблюдения за магнитным потоком явно зависит от ошибок оценивания неизвест-
ных параметров. Экспоненциальная сходимость к нулю ошибок оценивания обеспечивает экспоненциальную сходи-
мость к нулю ошибки наблюдения за потоком. Приведен пример численного моделирования. 
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Abstract. The paper deals with the observer design problem for a flux in permanent magnet synchronous motors. It is assumed 
that some electrical parameters such as resistance and inductance are known numbers. But the flux, the angle and the speed of 
the rotor are unmeasurable. The new robust approach to design an adaptive flux observer is proposed that guarantees globally 
boundedness of all signals and, moreover, exponential convergence to zero of observer error between the true flux value and an 
estimate obtained from the adaptive observer. The problem of an adaptive flux observer design has been solved with using the 
trigonometrical properties and linear filtering which ensures cancellation of unknown terms arisen after mathematical 
calculations. The key idea is the new parameterization of the dynamical model containing unknown parameters and depending 
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on measurable current and voltage in the motor. By applying the Pythagorean trigonometric identity the linear equation has 
found that does not contain any functions depending on angle or angular velocity of the rotor. Using dynamical first-order filters 
the standard regression model is obtained that consists of unknown constant parameters and measurable functions of time. Then 
the gradient-like estimator is designed to reconstruct unknown parameters, and it guarantees boundedness of all signals in the 
system. The proposition is proved that if the regressor satisfies the persistent excitation condition, meaning the “frequency-rich” 
signal, then all errors in observer exponentially converges to zero. It is shown that observer error for the flux explicitly depends 
on estimator errors. Exponential convergence of parameter estimation errors to zero yields exponential convergence of the flux 
observer error to zero. The numerical example is considered. 
Keywords: synchronous motor, flux, adaptive observer, robustness. 
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Введение. Постановка задачи 
 

В работе рассматривается новый подход к синтезу адаптивного наблюдателя магнитного потока 
для синхронного двигателя с постоянными магнитами в предположении, что отсутствует датчик измере-
ния положения угла ротора. Решение данной задачи представляет большой теоретический и практиче-
ский интерес, поскольку для ряда технических систем (например, вакуумные насосы, краны и лифты) 
установка датчиков положения вызывает существенные трудности. Также следует отметить, что исполь-
зование бессенсорных технологий в других технических приложениях может быть экономически выгод-
ным, поскольку затраты на измерительные устройства будут минимальными. 

Вышеуказанные проблемы естественным образом мотивируют развитие бессенсорных алгоритмов 
для синхронных двигателей и представлены в многочисленных работах специалистов в области электри-
ческих машин, а также систем управления (см., например, [1–8]). В настоящей работе мы будем развивать 
подход, опубликованный в [7]. 

В [7] предложена стандартная градиентная процедура оценивания магнитного потока. Анализ, 
сделанный для полной нелинейной модели, гарантирует глобальную (при некоторых условиях даже экс-
поненциальную) сходимость оценок в ограниченную область. Показаны простые и робастные алгоритмы 
оценивания (см. также [9]). Для более простого анализа устойчивости и доказательства глобальной схо-
димости использовано свойство неисчезающего возбуждения. В [5] этот подход в задаче синтеза наблю-
дателя совмещен со специальным способом оценивания линейной скорости и стандартным регулятором, 
который часто используется в приложениях, обеспечивая удовлетворительные экспериментальные ре-
зультаты. Такой наблюдатель также использован в [2, 3, 10]. 

В отличие от [7], в данной работе будем допускать, что значение потока от постоянного магнита 
неизвестно. Более того, улучшая [7], покажем, что предлагаемый в рамках настоящей работы адаптивный 
наблюдатель потока обеспечивает не только ограниченность всех сигналов и экспоненциальную сходи-
мость ошибки между потоком и его оценкой в некоторую область, но и экспоненциальную сходимость 
ошибки к нулю. 

Следуя [7], рассмотрим динамическую модель магнитного потока для синхронного двигателя сле-
дующего вида: 

ivλ R , (1) 
xiλ  L , (2) 

где  T21 λ  – вектор неизвестного магнитного потока;  Tii 21i  и  Tvv 21v  – соответственно 
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неизмеряемые гармоники с неизвестным значением потока от постоянного магнита m ; L  и R  – 

соответственно известные индуктивность и сопротивление. Ставится задача синтеза наблюдающего 
устройства вектора неизвестного магнитного потока λ , обеспечивающего глобальную ограниченность 
всех сигналов, а также экспоненциальную сходимость к нулю ошибки между потоком и его оценкой, 
вырабатываемой адаптивным наблюдателем. 
 

Основной результат 
 

Продифференцируем уравнение (2), тогда 

x
i

λ  
dt

d
L . (3) 

Приравнивая (1) и (3), имеем 

iv R x
i 

dt

d
L , 

откуда 
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i
i

vx R
dt

d
L  . (4) 

Интегрируя (4), получаем уравнение для вектора x  
)0()()0()()0()()0()( 2211 zziizzxx RtRLtLtt  , (5) 

где 
)()(1 tt vz  , 

)()(2 tt iz  . 

Перепишем (5) следующим образом: 

0)()( fqx  tt , (6) 

где были использованы обозначения 
)()()()( 21 tRtLtt zizq  , (7) 

0 1 2(0) (0) (0) (0)L R   f x z i z . (8) 

Заметим, что в (7) и (8) вектор )(tq  может быть рассчитан или измерен, но вектор 0f  содержит 

неизвестные постоянные компоненты. Представим (6) в следующей форме: 
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Из последней системы имеем 
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что может быть записано в виде стандартной регрессионной модели вида 
Cy T  02 fq ,  (9) 

где )( 2
2

2
1 qqy   и 2
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2
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2 ffC m  . 

Для получения стандартной регрессионной модели без неизмеряемых сигналов введем в 
рассмотрение следующие линейные фильтры [11]: 
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где R1 , 2
2 Rχ , 0)0(1   и 0)0(2  . 

Из (9) и (10) имеем 
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Из (11) после аналогичных вычислений получаем 

  
t

t dee
0

2 qqχqq II . (13) 

Подставляя (13) в (12), получаем стандартную линейную регрессионную модель 
tT Cey  02 fq , (14) 

состоящую из измеряемых функций времени y  и q , а также вектора неизвестных постоянных 

параметров 0f . 

Пренебрегая затухающим слагаемым tCe , для идентификации вектора неизвестных параметров 

0f  воспользуемся следующей типовой процедурой [12, 13]: 







  00

ˆ
2

1ˆ fqqqΓf Ty


, (15) 

где 0f̂  – оценка 0f ; Γ  – положительно определенная матрица второго порядка. 

Для восстановления магнитного потока используем уравнение 

)(ˆ)()()(ˆ
0 tttLt fqiλ  , (16) 

где λ̂ – оценка λ ; 0f̂  является решением дифференциального уравнения (15). 

Утверждение. Адаптивный наблюдатель магнитного потока (15), (16) гарантирует:  
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1. ограниченность всех сигналов в наблюдателе; 
2. если регрессор )(tq  является «частотно богатым», то экспоненциальную сходимость к нулю ошибки 

наблюдения  λλλ ˆ~
 . 

Доказательство. Легко проверить, что алгоритм идентификации (15) обеспечивает глобальную 

ограниченность 0f̂ , а также в случае выполнения условий незатухающего возбуждения регрессора q  

(подробнее см., например, в [12, 13]) экспоненциальную сходимость к нулю ошибки 000
ˆ~
fff  . 

Рассмотрим функцию Ляпунова вида 
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Интегрируя неравенство teСV 22
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откуда следует ограниченность функции )(tV и, как следствие, ошибки оценивания 0

~
f . 

Из (16) нетрудно видеть соотношение для ошибки наблюдения за магнитным потоком: 
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Соотношение (20) говорит о том, что ошибка наблюдения за магнитным потоком определяется ха-

рактером поведения функции )(
~

0 tf . Следовательно, )(
~

tλ  также ограничена. 
 
 

 

Рисунок. Переходные процессы для ошибок наблюдения по магнитному потоку 
2 2 2
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)(
~

0 tf  к нулю. Подробное доказательство приведено в [13, Теорема 4.3.2]. При наличии экспоненциально 

затухающего члена, как в (19), можно использовать то же самое доказательство, которое с учетом прин-
ципа сравнения [14, Лемма 3.4] гарантирует экспоненциальную сходимость к нулю функции )(tV , и, как 
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следствие, экспоненциальную сходимость к нулю ошибок оценивания )(
~

0 tf  и наблюдения )(
~

tλ , что и 

требовалось доказать. 
На рисунке представлены переходные процессы для нормы ошибки наблюдения за магнитным по-

током. Приведено сравнение алгоритма [7] и алгоритма (16), (15), (10), (11), (7), предлагаемого в настоя-
щей работе. 

 

Заключение 
 

В работе рассмотрена задача синтеза наблюдающего устройства вектора неизвестного магнитного 
потока для синхронного двигателя с постоянными магнитами. На базе динамической модели магнитного 
потока вида (1), (2) был построен адаптивный наблюдатель, включающий в свою структуру уравнение 
(16), а также алгоритм настройки вектора неизвестных постоянных параметров вида (15). В сравнении с 
[7], предлагаемый подход обладает робастными свойствами, так как обеспечивает экспоненциальную 
сходимость к нулю ошибки между потоком λ  и его оценкой (16) при условии, что значение потока от 
постоянного магнита m  является неизвестной константой.  

Развитие предлагаемых исследований видится в решении задачи синтеза адаптивного наблюдателя 
магнитного потока для неизвестных параметров L  и R  [15, 16]. Более сложной задачей является рас-
смотрение двигателя с неизотропным ротором (неидеальной цилиндрической формы) [17]. 
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