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Адаптация закономерностей  
процесса коагуляции к математической модели образования 
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При расширении в низкотемпературных турбодетандерах газового потока, содержащего пары диоксида углерода, 
происходит процесс кристаллообразования, т.е. часть паров переходит в твердое состояние. В определенных 
сечениях проточной части детандера образуются кристаллы-зародыши, которые растут по мере движения 
в проточной части. Поэтому в каждом из определенных сечений проточной части могут находиться кристаллы 
диоксида углерода различного размера. В результате их взаимодействия может произойти коагуляция, выража-
ющаяся как прилипание более мелких кристаллов к более крупным. Исследуется влияние процесса коагуляции 
на изменение количества более мелких кристаллов и на рост более крупных. Это позволит, при необходимости, 
внести коррективы в математическую модель процесса кристаллообразования. Разработан математический 
аппарат для расчета процесса коагуляции кристаллов диоксида углерода. Приведены практические результа-
ты исследования, которые указывают на незначительное количество кристаллов, способных к коагуляции при 
рассмотренных условиях.
Ключевые слова: кристаллы диоксида углерода, коагуляция, сечения проточной части, количество кристаллов, пара-
метр кристалла, группы кристаллов, расширение газовой смеси.
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When a gas stream containing vapors of carbon dioxide expands in low-temperature turbo expanders a crystal formation 
process occurs, i.e. part of the vapor goes into a solid state. Crystals nucleate in certain sections of the flow part of the expanders 
and grow as they move in the flow. Therefore, crystals of carbon dioxide of various sizes can be found in each of those 
sections. As a result of their interaction, coagulation can occur, expressed as the adhesion of smaller crystals to larger ones. 
The influence of the coagulation process on the change in the number of smaller crystals and on the growth of larger ones 
is considered. This will allow, if necessary, to make adjustments to the mathematical model of the crystal formation process. 
A mathematical apparatus has been developed to calculate the coagulation process of carbon dioxide crystals. Practical 
research results are given indicating a small number of crystals capable of coagulation under the considered conditions.
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Введение
Математическая модель процесса образования кри-

сталлов диоксида углерода, в объеме расширяющегося 
газового потока [1], позволяет определить, в том числе, 
численную концентрацию образующихся кристаллов-за-
родышей диоксида углерода и их размер, а также размер 
кристаллов, растущих по мере продвижения потока вдоль 
проточной части расширительного устройства [2, 3]. Хотя 
эта модель разработана для оценки количественного 
и дисперсного состава кристаллического диоксида угле-
рода, она не учитывает коагуляцию, т.е. прилипание од-
них кристаллов к другим в результате их соударения 
между собой [4]–[8]. В вышеперечисленных работах по-
казано, что при наличии в потоке частиц различных раз-
меров, вследствие различия их скоростей, происходят 
соударения и слияния этих частиц. Приведены два ме-
тода расчета коагуляции: метод Эйлера (коагуляция за-
данных фракций) и метод Лагранжа (коагуляция отдель-
ных частиц).

Для поставленной задачи применим метод Эйлера. 
Кристаллы диоксида углерода, образующиеся и расту-
щие в расширяющемся потоке, имеют размер менее 1 
мкм [9], поэтому их можно отнести к классу высокодис-
персных аэрозолей [10, 11]. Для таких аэрозолей свой-
ственна коагуляция, обусловленная броуновским дви-
жением частиц, т.е. тепловая коагуляция. Расчет коагу-
ляции методом Эйлера предполагает одномерное дви-
жение всех частиц, которые при их соударении 
обязательно слипаются [12, 13]. На основе этого метода 
следует решить задачу создания математического аппа-
рата для описания процесса коагуляции кристаллов ди-
оксида углерода и проверить практическое влияние ко-
агуляции на численную концентрацию кристаллов 
и увеличение их размеров, что и является целью данно-
го исследования.

Коагуляция кристаллов диоксида углерода.
В каждом из последующих сечений проточной части 

расширительного устройства (детандера) могут нахо-
диться несколько групп кристаллов диоксида углерода, 
имеющих различный размер. Это и кристаллы-зародыши, 
образовавшиеся в данном сечении, и кристаллы, образо-
вавшиеся в предыдущем сечении и выросшие в данном 
сечении, и кристаллы, образовавшиеся и выросшие в пре-
дыдущих сечениях. Так как равновесной формой кри-
сталла диоксида углерода является куб, принимается 
допущение, что растущие как за счет увеличения степе-
ни переохлаждения потока, так и за счет коагуляции 
кристаллы будут иметь кубическую форму.

Если рассматривать кристалл, который движется 
относительно неподвижных других кристаллов такого же 
размера, то его соприкосновение с неподвижными кри-
сталлами произойдет, когда расстояние между центрами 
этих кристаллов будет равным a (a — размер грани ку-
бического кристалла). Центр движущегося кристалла, 
каждая боковая грань которого (относительно направле-
ния движения) соприкоснулись с неподвижными кри-
сталлами, будет находиться в центре параллелепипеда 
с площадью основания 4а2 (площадь квадрата со стороной 
2a). Объем такого параллелепипеда в единицу времени 
можно выразить как

V a c= Ч4 2
к ,

где cкc kT m: := 3 / cк  среднее значение относительной ско-
рости броуновского движения кристаллов в движущем-
ся потоке [14];

k — постоянная Больцмана;
T — температура потока;
mк — масса кристалла.
Количество соприкосновений

Z = V·N,

где N — количество кристаллов в единице объема.
Учитывая, что все кристаллы в потоке движутся 

со средней скоростью cк , следует использовать среднюю 
скорость движения относительно других кристаллов

c cотн к= 2.

С целью сокращения записи закономерностей про-
цесса коагуляции, введем константу коагуляции

K a c= Ч4 22
к .

В каждом соприкосновении участвуют два кристал-
ла. Чтобы не учитывать одно соприкосновение два раза, 
действительную константу коагуляции необходимо 
уменьшить вдвое

K
K

a cд к= = Ч
2

2 22 .

Тогда, количество соприкосновений в единицу вре-
мени

Z a c N K Nд к д= Ч Ч =2 22 .

Если умножить количество кристаллов в единице 
объема на число соприкосновений в единицу времени, 
то получим количество кристаллов, которое уменьши-
лось в результате процесса коагуляции в единице объема 
за единицу времени

dN

d
N Z K N

t
= � Ч = � Чд д

2.

Перейдем к реальной картине кристаллообразова-
ния диоксида углерода в проточной части детандера, 
когда в одном и том же сечении находится несколько 
групп кристаллов различной величины (с различным 
размером грани a). В этом случае рост более крупных 
кристаллов может произойти за счет коагуляции с ними 
более мелких, количество которых при этом будет со-
кращаться (вплоть до исчезновения целых групп кри-
сталлов).

Обозначим размер мелких и крупных кристаллов 
aмел и aкр, соответственно. Движущийся мелкий кристалл 
соприкоснется с неподвижными (как допущение) круп-
ными кристаллами в пределах параллелепипеда с объе-
мом в единицу времени

V a a c= +( ) .мел кр кмел

2

Учитывая скорость крупных кристаллов, можно вы-
числить среднюю скорость броуновского движения кри-
сталлов различных размеров

c c cк к кср мел кр
= +( ) / .2
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Действительную константу коагуляции можно пред-
ставить как

K a a
c

д мел кр

кср

2
= +( ) .2

Количество соприкосновений мелких кристаллов 
с крупными (число мелких кристаллов, центры которых 
лежат внутри параллелепипеда) в единицу времени

Zд = Kд·Nмел.

Умножая количество крупных кристаллов в единице 
объема на число столкновений с ними мелких кристаллов 
в единицу времени, получим число мелких кристаллов, 
которые исчезнут в процессе коагуляции с крупными 
кристаллами в единице объема за единицу времени

 dN

d
N Z K N Nмел

кр д д мел крt
= � Ч = � Ч Ч .  (1)

Условия для осуществления процесса 
коагуляции кристаллов диоксида углерода

Результатом коагуляции можно считать два послед-
ствия: сокращение количества мелких кристаллов (или 
полное их исчезновение) и рост за счет этого крупных 
кристаллов.

Если говорить о мелких кристаллах, то значимой 
можно считать такую коагуляцию, когда число исчеза-
ющих мелких кристаллов dNмел сопоставимо с их коли-
чеством Nмел. Когда число dNмел на несколько порядков 
меньше числа Nмел, то существенного сокращения этой 
группы мелких кристаллов не произойдет.

Стоит отметить, что в проточной части детандера 
образуются кристаллы-зародыши с размером грани куба 
a равными 3aм и 2aм (aм — параметр молекулярного кри-
сталла диоксида углерода) [9]. Количество кристаллов 
в единице объема, образующихся в различных сечениях 
проточной части, колеблется от 1 · 104 (кристаллы с пара-
метром a = 3aм) до 1 · 1018 (кристаллы с параметром a = 2aм). 
Эта группа образующихся кристаллов по своим размерам 
всегда будет меньше, чем группы уже выросших кристал-
лов, появившихся ранее, поэтому количество таких кри-
сталлов в единице объема можно обозначить как Nмел.

Теперь проследим рост более крупных кристаллов 
за счет присоединения к ним мелких кристаллов. Будем 
рассматривать рост кубического кристалла с параметром 
a. Принимается предположение, что выросший в резуль-
тате коагуляции кристалл будет также иметь кубическую 
форму (равновесную с газовой фазой). Тогда кристалл 
с параметром 2a будет состоять из 8-ми кристаллов с па-
раметром a (к кристаллу с параметром a должно присо-
единиться еще 7 таких же кристаллов), кристалл с пара-
метром 3a — из 27-ми кристаллов, и т. д. Если обозначить 
параметр выросшего кристалла na, где n — положитель-
ное целое число больше единицы, то количество кри-
сталлов с параметром a, которое должно к нему присое-
диниться, можно выразить как (n3–1) — коагуляция кри-
сталлов одного размера.

В действительности размер присоединяемых кри-
сталлов будет меньше, чем a. Если параметр мелких кри-
сталлов будет в f раз меньше, чем a, т.е. a/f, то для увели-
чения кристалла с параметром a до размера na потребу-

ется присоединение к нему мелких кристаллов в коли-
честве (n3–1) f3.

Например, количество кристаллов с параметром a/2, 
которое необходимо присоединить к кристаллу с пара-
метром a с целью его увеличения до параметра 2a, будет 
составлять величину (23–1) 23 = 56.

Учитывая количество крупных кристаллов Nкр мож-
но вычислить количество необходимых для их роста 
мелких кристаллов
 dN n f Nмел кр= �( ) .3 31  (2)

Если величина dNмел, определяемая по уравнению 
(2) окажется больше, чем величина dNмел, выраженная 
из уравнения (1), то рост крупных кристаллов в резуль-
тате коагуляции не произойдет.

Результаты расчета процесса коагуляции  
для кристаллов диоксида углерода

В качестве примера выбраны кристаллы диоксида 
углерода, образующиеся и растущие в процессе расши-
рения газовой смеси, содержащей 10 % CO2, в центро-
стремительном турбодетандере с давления 200 кПа 
до давления 110 кПа [9]. Величины основных параметров 
процесса кристаллообразования, необходимые для рас-
чета коагуляции, приведены в табл. 1 (см. стр. 76). К этой 
таблице следует привести несколько пояснений:

— в сечении 6 проточной части турбодетандера 
впервые появляется значимое число кристаллов-зароды-
шей;

— после сечения 11 процесс образования и роста 
кристаллов завершается;

— подстрочная надпись «мел» относится к кристал-
лам-зародышам, образовавшимся в рассмотренных се-
чениях;

— подстрочная надпись «кр1» относится к кристал-
лам, образовавшимся в предыдущих сечениях и вырос-
ших в рассматриваемых сечениях;

— подстрочная надпись «кр2» относится к кристал-
лам, образовавшимся за два сечения до рассматриваемого;

— подстрочные надписи «кр3», «кр4», «кр5» отно-
сятся к кристаллам, образовавшимся за три, за четыре 
и за пять сечений до рассматриваемого, соответственно.

До наибольшего размера вырастут первые образо-
вавшиеся кристаллы диоксида углерода (в сечении 6), 
когда достигнут последнего сечения 11. Такие же выводы 
справедливы и для массы кристалла. Относительная ско-
рость броуновского движения кристалла будет в значи-
тельной степени обратно пропорциональна его массе. 
В восьмом сечении начинают образовываться чуть более 
мелкие кристаллы, однако их количество возрастает 
многократно (на 12 порядков).

В табл. 2 (см. стр. 77) приведены расчетные показатели 
количества более мелких кристаллов, которые должны ис-
чезнуть в результате коагуляции с более крупными кристал-
лами, причем кристаллы, обозначенные как «кр1» будут более 
мелкими относительно кристаллов «кр2», кристаллы «кр2» 
будут более мелкими относительно кристаллов «кр3», и т. д. 
Эти показатели должны быть сопоставлены с количеством 
самих более мелких кристаллов, представленных в табл. 1.

Например, в сечении 7 при коагуляции с кристалла-
ми «кр1» в единице объема должно исчезнуть 5,12 · 10–10 
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кристаллов «мел», в то время как в этом сечении в едини-
це объема находится 0,44 · 105 таких кристаллов, т.е. на 14 
порядков больше. Поэтому в этом сечении существенного 
сокращения более мелких кристаллов в результате коагу-
ляции не произойдет. В том же сечении 7 количество кри-
сталлов «мел», которое должно присоединиться к кри-
сталлам «кр1» для увеличения их параметра a в два раза, 
определяется по уравнению (2) и составляет в единице 
объема 1,066 · 108, что больше числа самих этих кристал-
лов (более чем на три порядка), и тем более больше, чем 
количество мелких кристаллов, которое может сократить-
ся в результате коагуляции (более, чем на 17 порядков).

Заключение
По результатам расчета процесса коагуляции кри-

сталлов диоксида углерода, образующихся при расши-
рении газовой смеси с начальными параметрами: давле-
нием 200 кПа и концентрацией диоксида углерода 10 %, 
можно сделать следующие выводы.

1. Наиболее значимо возможное сокращение более 
мелких кристаллов произойдет в сечении 10 при взаимо-
действии групп кристаллов «мел — кр2», где из всего 
количества (в единице объема) кристаллов «мел», равно-
го 7,9 · 1016, могут исчезнуть 1,85 · 1016, то есть 23 %.

Но для увеличения хотя бы в 2 раза размера a кри-
сталлов «кр2» потребуется число кристаллов «мел» 
(в единице объема), равное 1,35 · 1022, что почти на 6 по-
рядков больше их количества в этом сечении. Поэтому 
даже это взаимодействие групп кристаллов не приведет 
к росту более крупных кристаллов. Можно предполо-
жить, что то количество кристаллов «мел», которое спо-
собно к коагуляции с кристаллами «кр2», но которого 
не хватает для увеличения размера кристаллов «кр2», 
будет участвовать в формировании кристаллов «кр1» 
в следующем сечении (наряду с другими кристаллами 
«мел» в рассматриваемом сечении).

2. Во всех обозначенных сечениях проточной части 
взаимодействие всех групп кристаллов не приведет к ро-
сту более крупных кристаллов за счет присоединения 
к ним более мелких кристаллов, а количество способных 
к коагуляции мелких кристаллов незначительно.

Дальнейшие исследования будут посвящены расче-
там процесса коагуляции кристаллов диоксида углерода, 
образующихся при расширении газовых смесей с иными 
начальными параметрами и в других расширительных 
машинах, что позволит оценить влияние коагуляции 
в условиях иных скоростей образования и роста кри-
сталлов.

Таблица 1
Расчетные параметры кристаллов диоксида углерода в различных сечениях проточной части

Table 1
The calculated parameters of carbon dioxide crystals in various sections of the flow part

№ п/п Параметры, размерность
Сечения

6 7 8 9 10 11
1 aмел·109, м 1,701 1,700 1,132 1,131 1,131 1,131
2 aкр1·109, м  — 6,848 7,262 5,821 6,084 6,210
3 aкр2·109, м  —  — 18,620 20,360 18,282 19,233
4 aкр3·109, м  —  —  — 38,971 43,230 40,894
5 aкр4·109, м  —  —  —  — 68,702 75,411
6 aкр5·109, м  —  —  —  —  — 106,404
7 Nмел, 1/м3 2,33 · 105 0,44· 105 4,55 · 1017 1,99 · 1017 0,79 · 1017 0,73 · 1017

8 Nкр1, 1/м3  — 2,33· 105 0,44· 105 4,55 · 1017 1,99 · 1017 0,79 · 1017

9 Nкр2, 1/м3  —  — 2,33· 105 0,44· 105 4,55 · 1017 1,99 · 1017

10 Nкр3, 1/м3  —  —  — 2,33· 105 0,44· 105 4,55 · 1017

11 Nкр4, 1/м3  —  —  —  — 2,33· 105 0,44· 105

12 Nкр5, 1/м3  —  —  —  —  — 2,33· 105

13 mмел·1024, кг 7,891 7,887 2,278 2,334 2,332 2,332
14 mкр1·1022, кг  — 5,160 6,164 3,179 3,627 3,866
15 mкр2·1020, кг  —  — 1,038 1,360 0,986 1,148
16 mкр3·1019, кг  —  —  — 0,954 1,303 1,104
17 mкр4·1019, кг  —  —  —  — 5,232 6,922
18 mкр5·1018, кг  —  —  —  —  — 1,944
19 cкмел

м/с,, м/с 29,523 29,297 53,383 52,977 52,607 52,535
20 cккр1

м/с,, м/с  — 3,622 3,286 4,540 4,218 4,081
21 cккр2

м/с,, м/с  —  — 0,800 0,694 0,809 0,749
22 cккр3

м/с,, м/с  —  —  — 0,262 0,223 0,242
23 cккр4

м/с,, м/с  —  —  —  — 0,111 0,096
24 cккр5

м/с,, м/с  —  —  —  —  — 0,058
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Таблица 2
Параметры взаимодействия групп кристаллов диоксида углерода

Table 2
The interaction parameters for the groups of carbon dioxide crystals

№ п/п Группы  
кристаллов Параметры, размерность

Сечения

7 8 9 10 11

1 мел — кр1
ΔNмел/Δτ, 1/ (м3·с) 6,20·10–6 2,01·107 6,28·1019 1,16·1019 4,40·1018

ΔNмел, 1/м3 5,12·10–10 1,76·103 5,92·1015 1,18·1015 5,05·1014

2 мел — кр2
ΔNмел/Δτ, 1/ (м3·с)  — 5,58·108 5,46·107 1,81·1020 3,18·1019

ΔNмел, 1/м3  — 4,91·104 5,15·103 1,85·1016 3,66·1015

3 мел — кр3
ΔNмел/Δτ, 1/ (м3·с)  —  — 9,90·108 9,10·107 7,73·1020

ΔNмел, 1/м3  —  — 9,34·104 9,28·103 8,88·1016

4 мел — кр4
ΔNмел/Δτ, 1/ (м3·с)  —  —  — 1,18·109 2,49·108

ΔNмел, 1/м3  —  —  — 1,21·105 2,86·104

5 мел — кр5
ΔNмел/Δτ, 1/ (м3·с)  —  —  —  — 2,58·109

ΔNмел, 1/м3  —  —  —  — 2,97·105

6 кр1 — кр2
ΔNкр1/Δτ, 1/ (м3·с)  — 7,06·10–6 1,81·107 6,74·1019 1,23·1019

ΔNкр1, 1/м3  — 6,19·10–10 1,70·103 6,88·1015 1,41·1015

7 кр1 — кр3
ΔNкр1/Δτ, 1/ (м3·с)  —  — 2,55·108 2,38·107 8,62·1019

ΔNкр1, 1/м3  —  — 2,40·104 2,42·103 9,90·1015

8 кр1 — кр4
ΔNкр1/Δτ, 1/ (м3·с)  —  —  — 2,80·108 2,44·107

ΔNкр1, 1/м3  —  —  — 2,86·104 2,80·103

9 кр1 — кр5
ΔNкр1/Δτ, 1/ (м3·с)  —  —  —  — 2,41·108

ΔNкр1, 1/м3  —  —  —  — 2,77·104

10 кр2 — кр3
ΔNкр2/Δτ, 1/ (м3·с)  —  — 8,67·10–6 1,97·107 8,09·1019

ΔNкр2, 1/м3  —  — 8,18·10–10 2,00·103 9,30·1015

11 кр2 — кр4
ΔNкр2/Δτ, 1/ (м3·с)  —  —  — 1,84·108 1,67·107

ΔNкр2, 1/м3  —  —  — 1,88·104 1,91·103

12 кр2 — кр5
ΔNкр2/Δτ, 1/ (м3·с)  —  —  —  — 1,47·108

ΔNкр2, 1/м3  —  —  —  — 1,69·104

13 кр3 — кр4
ΔNкр3/Δτ, 1/ (м3·с)  —  —  — 1,08·10–5 2,30·107

ΔNкр3, 1/м3  —  —  — 1,10·10–9 2,64·103

14 кр3 — кр5
ΔNкр3/Δτ, 1/ (м3·с)  —  —  —  — 1,72·108

ΔNкр3, 1/м3  —  —  —  — 1,97·104

15 кр4 — кр5
ΔNкр4/Δτ, 1/ (м3·с)  —  —  —  — 1,31·10–5

ΔNкр4, 1/м3  —  —  —  — 1,51·10–9
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