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В работе приводится, разработанная авторами, математическая модель замораживания влагонасыщенных 
почв дисперсных пород и показывается кинетика процесса изменения температуры влагонасыщенной почвы 
по мере ее удаления от поверхности при понижении температуры окружающей среды. Сформулирована кра-
евая задача по анализу кинетики процесса замораживания хладоносителя, результаты расчетов показали 
соответствие расчетных данных по теплопередаче холода от льда к воде физическому смыслу исследуемого 
явления. Представленный метод расчета прост и удобен, основан на применении современных информацион-
ных средств. Расчет можно проводить при обосновании процессов, используемых в технологии безмашинного 
охлаждения на базе аккумуляторов холода, в так называемых эвтектических плитах в авторефрижераторах. 
Также данный метод может быть использован и при математическом моделировании процессов в смежных 
объектах обработки объектов холодом.
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A mathematical model for freezing dispersive waterlogged soils, developed by the authors, is shown. The kinetic of temperature 
changes in waterlogged soil with the distance from the surface combined with the decrease of the environment temperature is 
demonstrated. The boundary problem of analyzing cooling medium freezing kinetic of has been formulated. The design fata 
on the heat transfer from ice to water are experimentally shown to meet the physical sense of the phenomenon in question. 
The technique developed is simple and easy to use. It is based on the application of modern information technologies. The 
calculation can be made during substantiating the preparation of the so-called eutectic plates in refrigerator vans, which 
are used in the technology of machineless cooling based on holdover plates. The technique developed can also be used 
in mathematical modelling of the processes in the related fields of low-temperature treatment.
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Введение
В настоящее время, в связи с подтвержденным об-

щим повышением температуры тропосферы Земли, на ос-
новании данных многолетних наблюдений, возникает 
острая потребность в изучении закономерностей разви-
тия мерзлых увлажненных пород по годовому периоду, 
особенно в климатических условиях высоких широт 
планеты (рис. 1) [1]. Причем важно отметить, что управ-
ление процессом замораживания дисперсного влагона-
сыщенного грунта является одной из основ охраны при-
родной среды в области образования мерзлых пород.

Исследования ученых в России и за рубежом под-
тверждают интерес к теплофизическим и инженерным 
исследованиям в данной области [2]–[5]. В работе [6], 
Ким Хюн Чол произведено математическое моделирова-
ние процесса промерзания грунтов, с целью совмещения 
в одном подходе точности и простоты оценки размеров 
зон промерзания грунтов.

В работах [7]–[13], с позиций физико-математиче-
ского моделирования, задачи о формировании заморо-
женной и охлаждаемой зон исследуемой среды тракту-
ются как осложненные изменением агрегатного состояния 
среды проблемы теплообмена между выделенными зо-
нами. Причем, на разделяющих зоны поверхностях, из-
за фазового перехода, теплофизические коэффициенты 
на границах сред принимаются меняющимися скачко-
образно, вследствие чего этим средам требуется допол-
нительная теплота (конденсация или испарение).

В исследованиях теоретического характера данные 
проблемы решаются на базе законов сохранения массы, 

импульса и энергии, а также — для замыкания этой си-
стемы — уравнение состояния и феноменологические 
уравнения Фика, Фурье, Ньютона. При этом, учитывая 
многопараметрический характер исследуемых задач, 
во многих случаях прибегают к использованию опреде-
ляемых опытным путем, типичных для конкретной про-
блемы, теплофизических характеристик. Однако, по-
скольку такой подход весьма сложен, часто исходят из ос-
нованных на возможно меньшем числе и существенных 
для наблюдаемого явления параметров упрощенных 
моделей и гипотез.

Постановка задачи
С целью обоснования процесса замораживания вла-

гонасыщенных почв (дисперсных пород), занимающих 
полупространство 0 < x < ∞ (рис. 2) предложен простой 
и удобный, с применением современных информационных 
средств, способ расчета. Далее, для решения этой пробле-
мы исходим из классической модели Ламе — Стефана.

Пусть, в полагаемым однородным и насыщенном 
влагой одномерном полупространстве II (рис. 2) х > 0 вы-
полняется начальное условие по распределению темпе-
ратуры t 2(х, τ)
	 t2 = и2 при t = 0 (х > 0),� (1)

где t — время проведения процесса теплообмена между 
льдом t1 и хладоносителем t2 (водой), содержащихся в по-
ристой структуре почвы.

И пусть на границе х = 0 в период времени t > 0 удов-
летворяется граничное условие
	 t1 = и1 при х = 0 (0 ≤ τ < ∞),� (2)

где и1 — температура льда.
Причем, предполагается, что и1 << и0 = икр, икр — крио

скопическая температура (температура плавления льда), 
и для простоты расчета величины и1 и и2 в соотношени-
ях (1) и (2) считаются постоянными.

В принятых условиях по геометрии занимаемого грун-
том пространства в качестве границы (фронта) промерзания 

Рис. 1. Кривые изменения температур в зависимости от вре-
мени года в северо-восточной части Сибири: 1 — на глубине 

2 м; 2 — на глубине 0,4 м; 3 — воздуха
Fig. 1. Temperature changes depending on the season in the South-
East Siberia: 1 — at 2 m depth; 2 — at 0.4 m depth; 3 — in the air

Рис. 2. Схема к расчету процесса замерзания грунта
Fig. 2. The scheme of soil freezing
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охлаждаемой влаги принимается перемещающаяся во вре-
мени разделяющая зоны I и II плоскость (рис. 2)
	 х = ω(τ),� (3)

на которой, в силу закона сохранения энергии, по высо-
те объема х > 0 выполняется условие теплового баланса 
Стефана

	 [ ( )] ,( )
¶
¶

� ==x
t t r m dx

dtxl l rw t1 1 2 2 � (4)

где λ1, λ2, t1, t2 — коэффициент теплопроводности и тем-
пература зоны I (льда) и зоны II (воды), соответственно; 
r — удельная теплота плавления льда; ρ — плотность 
воды; m — пористость (объемное влагосодержание) по-
чвы.

В таком случае, математическая задача о моделиро-
вании кинетики процесса замораживания хладоносите-
ля может быть сформулирована следующим образом: 
требуется найти функции t1(х, τ) и t2 (х, τ), удовлетворя-
ющие уравнению Фурье, соответственно, в областях I, 
II (рис. 1):
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где а1, а2 — коэффициент температуропроводности льда 
и воды в областях I, II, соответственно, а также соответ-
ствующий начальному условию (1), граничному условию 
(2) и, кроме того, на границе замерзания (3) — естествен-
ному условию согласования температуры в зонах I, II:

	 t1(х, τ) = t2 (х, τ) = и0 при х = ω(τ).	 (6)

Таким образом, на базе граничных условий (1) и (6), 
начального условия (2), для системы дифференциальных 
уравнений (5) сформулирована краевая задача по анали-
зу кинетики процесса замораживания хладоносителя 
в полупространстве х > 0.

Решение задачи
Поскольку объектом количественного анализа про-

блемы является процесс теплопереноса в области х > 0 
на базе дифференциальных уравнений (5) в частных 
производных, то, тем самым, создается предпосылка 
поиска решения задачи, зависящей не от двух аргумен-
тов х и t, а от одной, автомодельной, переменной z. В ре-
зультате чего, система (5) преобразуется в систему обык-
новенных дифференциальных уравнений с общим ре-
шением вида:
	 t1 (х, τ) = А1 + В1erf (ζ1); 	 (7)

	 t2 (х, τ) = А2 + В2erf (ζ2), 	 (8)

где А1, В1, А2, В2 — подлежащие определению произволь-
ные постоянные величины; erf (х) — функция Крампа 
(интеграл ошибок),

	 � (9)

	 ζ1 = х/(4a1τ) 1/2, ζ2 = х/(4a2τ)1/2,� (10)
ζ1, ζ2 — автомодельные переменные для зон I и II.

Удовлетворяя, с использованием подстановки 
ζ = х/(aτ)1/2, граничным условиям (1), (6) и начальному ус-
ловию (2), для определения постоянных величин А1, В1, 
А2, В2, в явной форме получим систему алгебраических 
уравнений:

А2 + В2 = и2, А1 = и1;
А1 + В1 erf [ω / (4a1τ) 1/2] = и0;� (11)
А2 + В2erf [ω / (4a2τ) 1/2] = и0,

где в силу специфики принятых выражений (10) два по-
следних соотношения возможны лишь в том случае, если, 
в соответствии с (3), принимается условие

	 ω(τ) = 2στ 1/2,� (12)

где σ — подлежащая определению постоянная величина.
С учетом выражения (12) для параметра s условия 

(11) записываются в виде:
А1 = и1, А2 + В2 = и2;
А1 + В1 erf (σ/a1

1/2) = и0;
А2 + В2erf (σ/a2

1/2) = и0.

Откуда находим

А1 = и1, В1 = (и0 – и1)/erf (σ/a1
1/2);� (13)

В2 = (и2 – и0) / erf c (σ/a2
1/2), А2 = и0 – В2erf (σ / a2

1/2);

где erfc (σ / a2
1/2) = 1– erf (σ / a2

1/2).
Имея в виду зависимость d [erf (x)] / dx = 2π–1/2exp (– x2), 

на основе (7), (8) определяются входящие в условие (4) 
Стефана производные

	 ∂t1/∂x = В1exp [– x2/(4a1τ)]/(a1τπ)1/2; 	 (14)

	 ∂t2/∂x = В2exp [– x2/(4a2τ)]/(a2τπ)1/2, 	 (15)

вследствие чего, согласно уравнению (11), на плоскости 
x = ω(τ) = 2στ1/2 выражения производных (14), (15) прини-
мают форму

∂t1/∂x = В1exp (– σ2/a1)/(a1τπ)1/2;

∂t2/∂x = В2exp (– σ2/a2)/(a2τπ)1/2.

И поэтому, с учетом формул (4), (7), (8), (12), прихо-
дим к характеристическому относительно параметра σ 
уравнению

В1exp (– σ2/a1)λ1а1
–1/2 – В2exp (– σ2/a2) λ2а2

–1/2 

	 – π1/2ρσrm = 0,� (16)

где В1, В2 вычисляются согласно выражению (13).
В результате чего, в соответствии с (7), (8), при рас-

чете поля температуры в полупространстве х > 0 исполь-
зуются зависимости:
	 t1 (х, τ) = А1 + В1erf (ζ1),� (17)

	 t2 (х, τ) = А2 + В2erf (ζ2),� (18)

где А1, В1, А2, В2, по-прежнему, определяются по форму-
лам (13), однако при значении параметра σ — собствен-
ного значения краевой задачи (1), (2), (5), (6) — перемен-
ные ζ1 и ζ2 принимаются по (10).

При этом следует иметь в виду, что, согласно соот-
ношению (16), в этом случае параметр s, дополнительно 
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к прежним физико-механическим параметрам процесса, 
зависит и от величин r — удельной теплоты плавления 
льда и m — пористости почвы.

На базе выражения (14) может быть вычислен поток 
q теплоты от хладоносителя ко льду

q t x B a( ) ( , ) / /t l t l p t= ¶ ¶ =1 1 1 1 10

и следующая отсюда величина Q отдачи теплоты льдом 
за время t

	 Q q d B a( ) ( ) / ( ).t t t l t p
t

= =т 2 1 1 1
0

� (19)

На основе зависимостей (17)–(19) для насыщенного 
водой почв в полупространстве 0 < х < ∞ может быть про-
ведено физико-математическое моделирование страти-
фикации температуры по глубине х почвы и периоду τ 
времени процесса замораживания в нем грунтовой воды, 
а также расчет потери льдом теплоты.

Численный эксперимент
Количественное моделирование процесса охлажде-

ния грунтовой воды по зависимостям (17)–(19) осущест-

вляли, используя процедуры среды Mathcad на базе сле-
дующих физико-механических и геометрических пара-
метров процесса обработки.

Температура, соответственно, на поверхности льда 
u1 ∊ [–20, –10 оC], в начальный момент времени по всему 
объему хладоносителя температура u1 ∊ [10, 20 оC], фазо-
вого перехода воды в лед u0 = 0 оC; коэффициент тепло-
проводности для областей I и II λ1 = 2,39 Вт/(м ∙ К); λ2 = 0,597 
Вт/(м ∙ К); скрытая теплота фазового перехода воды в лед 
r = 0,33´106 Дж/кг, плотность воды ρ = 1000 кг/м3. Влаго
содержание почвы варьировалось в области значений 
m = ∊[30; 90 %], время обработки холодом хладоносителя 
τ = 2,5; 5 мин, расчетная глубина промерзания грунтовой 
воды х ∊ [0; 0,015 м].

Результаты расчета, отраженные графиками рисун-
ков 3–6, выявляют соответствие расчетных данных по те-
плопередаче холода от льда к воде физическому смыслу 
исследуемого явления.

А именно, имеет место естественное продвижение 
по глубине почвы с течением времени фронта промерза-
ния (рис. 3) и убывание, с ростом влагосодержания m 
почвы характеризующего интенсивность процесса те-

Рис. 3. Изменение параметра σ от влагосодержания m  
при различной величине температуры t1 на поверхности грун-

та и начальной температуры t2 по его глубине
Fig. 3. Dependence of σ on the moisture content m  

at various temperatures t1 on the soil surface and initial 
temperature t2  over the soil depth

Рис. 4. Изменение глубины промерзания грунта  
от продолжительности процесса замерзания  

(1 — m = 30 %; 2 — m = 60 %; 3 — m = 90 %)
Fig. 4. Dependence of soil freezing depth on the freezing time  

(1 — m = 30 %; 2 — m = 60 %; 3 — m = 90 %)

Рис. 6. Зависимости количества Q теплоты плавления льда 
от времени τ проведения процесса охлаждения при различной 

величине влагосодержания m грунта (1 — m = 30 %;  
2 — m = 60 %; 3 — m = 90 %)

Fig. 6. Dependence of ice melting heat quantity Q on the cooling 
time τ at various values of the soil moisture content  

(1 — m = 30 %; 2 — m = 60 %; 3 — m = 90 %)

Рис. 5. Зависимости температуры t грунта от глубины х  
при различной величине влагосодержания m грунта  

и периода τ проведения процесса промерзания (t1 = –20 °С, 
t2 = 20 °С; m = 50 %: 1 — τ= 2,5 мин; 2 — τ = 5 мин; m = 90 %: 

3 — τ = 2,5 мин; 4 — τ = 5 мин)
Fig. 5. Dependence of soil temperature t on the depth х at various 

values of the soil moisture content m and freezing time τ 
(t1 = –20 °С, t2 = 20 °С; m = 50 %: 1 — τ = 2.5 min; 2 — τ = 5 min; 

m = 90 %: 3 — τ = 2.5 min; 4 — τ = 5 min)

плообмена (с точки зрения его затухания) — параметра 
σ — собственного значения краевой задачи (рис. 4).

Кроме того, из габитуса кривых графиков рис. 5 
вытекает, что, с одной стороны, с ростом координаты х 
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(т. е., по мере удаления от льда), как и должно быть, 
температура хладоносителя приближается к своему ис-
ходному значению в грунте. С другой стороны, процесс 
теплопередачи затухает вместе с увеличением длитель-
ности t его проведения (например, кривая 1 расположе-
на выше кривой 2), но ускоряется, когда влагосодержа-
ние m почвы возрастает (график 1 выше графика 3), т. е., 
более влажная почва замерзает быстрее менее увлаж-
ненной. Что, с позиций закона сохранения энергии, кор-
респондирует с данными графиков рис. 3, где, наоборот, 
отмечается ускоренное проникновение фронта промер-
зания в почве вместе с увеличением в нем влагосодер-
жания.

Причем, отраженные графически рис. 6, данные чис-
ленного эксперимента согласуются с результатами рис. 5: 
количество Q теплоты при плавлении льда растет вместе 
со временем и увеличением влагосодержания m почвы 
(в частности, кривая 2 выше кривой 1).

Дополнительно отметим, что справедливый в рам-
ках модели полупространства алгоритм может быть ис-

пользован и в случае количественного анализа задач 
о расчете процесса промерзания тел с близкой по форме 
рассмотренной в статье геометрической структурой.

Например, предложенный в данной работе расчет 
можно проводить при обосновании процесса подготовки 
используемых в технологии безмашинного охлаждения 
на базе аккумуляторов холода, так называемых эвтекти-
ческих плит (немалой толщиной и при условии влагосо-
держания в них m = 100 %) в авторефрижераторах.

Выводы
Таким образом, с позиций выявленной адекватности 

результатов численного эксперимента с физическим 
смыслом исследуемого процесса промерзания влагона-
сыщенных почв, установлена правомерность использо-
вания для теоретического анализа данного процесса 
модели Ламе–Стефана. Предложенный в работе алгоритм 
может быть применен и при математическом моделиро-
вании процессов в смежных объектах обработки объек-
тов холодом.
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