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В статье, на основе решения в модифицированной форме задачи Стефана о фазовом переходе в моделирующем 
объем грунтового слоя телом в виде полупространства, обосновывается предложенный авторами алгоритм 
расчета распределения температуры по времени и глубине грунта. Для поставленной задачи, в качестве ис-
ходных данных по этим показателям, применялись накопленные в летний период времени 2011 г. измеренные 
значения температуры в определенном месте полуострова Таймыр. При этом, начиная с 01 июня месяца в 0 
часов (по местному времени), через каждые десять дней данного периода, в работе пользовались показателями 
температуры воздуха на поверхности грунта и на его глубине в 0,6 и 0,9 м. На основе разработанного алгоритма 
проводилось численное моделирование, количественный и качественный анализ стратификации температуры 
по времени и по глубине грунта. Предложенный базирующийся на современных информационных технологиях 
метод расчета целесообразно использовать для практического применения.
Ключевые слова: моделирование, лед, влагосодержание, теплоперенос, фазовый переход, плавление, оттаивание.

Информация о статье:
Поступила в редакцию 07.09.2020, принята к печати 10.02.2021
DOI: 10.17586/1606-4313-2021-20-2-73-78
Язык статьи — русский
Для цитирования:
Белозёров А. Г., Семенов Е. В., Бабакин С. Б. Моделирование процесса оттаивания грунта на базе экспериментальных 
данных // Вестник Международной академии холода. 2021. № 2. С. 73–78.
DOI: 10.17586/1606-4313-2021-20-2-73-78

Experimental modelling of soil thawing
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Based on the modified solution of Stefan task for phase transition in a soil prototype in the form of half-space, an algorithm 
of calculating temperature distribution over time and soil depth, proposed by the authors, is substantiated. The data 
on the temperature at a particular location of the Taymyr Peninsula taken in summer 2011 are used for the purpose. Staring 
from 0 a. m. (local time) on July, 1st, every ten days of the period under consideration the temperature values for the soil 
surface and the soli at the depth of 0.6 and 0.9 m were taken for the analysis. Numerical modelling as well as quantity 
and quality analysis for temperature stratification over time and soli depth have been made on the basis of the algorithm 
developed. The proposed calculation technique, based on modern information technologies, is of great practical perspective.
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Введение
Поскольку примерно две трети территории России 

занято вечной мерзлотой, а оставшаяся часть ее площади 
в той или иной степени подвержена сезонному промер-
занию и оттаиванию грунтов, то учет данного теплового 
фактора является одним из важнейших при обосновании 
условий нормального функционирования инфраструк-
туры, комфортного проживания и трудовой деятельности 
человеческого социума на этой территории. Известно 
также, что вся многовековая связанная с проблемами 
освоения человеческой популяцией и его креативной де-
ятельности на высоких широтах базируется на эффек-
тивном учете в вопросе возведения строений водной 
компоненты грунта, а именно, ее твердотельного состо-
яния — льда. Что, в первую очередь, обуславливает кон-
структивные особенности и глубины заложения фунда-
ментов строений различного назначения, подземных 
сооружений, транспортных коммуникаций и другого 
в Северных и Северо-Восточных регионах нашей страны.

Наблюдаемый в последние годы ускоренный темп 
потепления климата, особенно в северных широтах Зем-
ли, приводит сезонно-промерзающие водонасыщенные 
грунты к их промерзанию и вспучиванию. Это природное 
явление инициирует в жилищных и промышленных объ-
ектах значительные деформации, приводящие к разру-
шению объектов, провоцирует техногенные катастрофы, 
с исключительно вредным воздействием этого фактора 
на природу в высокоширотных регионах Российской Фе-
дерации.

В результате, с учетом климатических условий, для 
поддержания жилищной инфраструктуры и промышлен-
ных объектов в пригодном для эксплуатации состоянии 
и проводимом ремонте государство вынуждено расходо-
вать значительные трудовые и материальные ресурсы.

Особенности кинетики процессов замерзания и от-
таивания грунтов с использованием современных средств 
информационного моделирования, с разных позиций, 
освещались в работах [1]–[10]. При этом используются 
основанный на базе данных космических аппаратов ме-
тод оценки градиентов влажности в поверхностном слое 
грунта [1], волоконно-оптические датчики для монито-
ринга температур в сопровождающихся эффектами мас-
со- и теплопереноса процессах оттаивания и заморажи-
вания пористых сред, позволяющие регистрировать 
температурно-деформационные особенности фазового 
перехода в пористой среде [2].

В опытах на экспериментальной установке по изу-
чению процесса промерзания грунтов в системе грунт-
вода-лед в условиях содержания в системе незамерзшей 
воды [2], аналогичная проблема с детальным экспери-
ментальным исследование поведения системы вода-теп-
ло-пар в замерзающей крупнозернистой почве ставилась 
и изучалась в работе [3]. Статья [4] посвящена экспери-
ментальному и теоретическому исследованию морозно-
го пучения в лабораторных образцах из влагонасыщен-
ного песка. Характеризующийся наиболее холодным 
температурным режимом мерзлотных почв на южном 
пределе криолитозоны европейского Северо-Востока 
России исследовался в работе [5].

Обоснование методики численного моделирования 
и исследование зависимости влажности в промерзающих 

грунтах от скорости промерзания дано в статье [6], где 
приведена оценка влияния влажности грунтов на значе-
ния прочностных характеристик в процессе оттаивания.

В работах [7], [8] исследованы различные аспекты 
влияния повторяющихся циклов замораживания и от-
таивания почв, их высушивания и увлажнения, содер-
жания в них необходимых для плодородия компонентов, 
с точки зрения зависимости урожайности почвы от этих 
факторов. На базе полученных опытных наблюдений 
в различных точках регионов РФ и Белоруссии и стати-
стической обработки наблюдений рекомендована вы-
полняющаяся с хорошей точностью регрессионная за-
висимость по прогнозированию глубины оттаивания 
грунта [9].

Резюмируя результаты проведенного литературного 
обзора, можно заключить, что в настоящее время, свя-
занные с предметом, статьи, имеющие научно-техниче-
ское и народно-хозяйственное значение задачи, отраже-
ны в достаточно представительном списке публикаций.

Однако, среди большого числа, постоянно возника-
ющих перед учеными и инженерно-техническими работ-
никами Севера проблемами, имеется много не исследо-
ванных, но крайне важных требующих оперативного 
решения задач.

Так, важной проблемой является круглогодичного 
оперативного мониторинга температурных показателей 
по глубине грунта в разных географических точках се-
верных и северо-восточных районов России. Подобный 
опыт в течение одного сезона в 2010–2011 гг. проводился 
в районе Таймыр, где в климатических условиях, по двум 
часам суток, на поверхности грунта и его глубинах в 60 
и 90 см осуществлялось измерение температуры этой 
субстанции.

Причем известно, что в условиях нулевых и более 
низких температур количественный анализ процесса 
передачи тепла в промерзающем влагонасыщенном грун-
те осложняется фазовым переходом воды в лед, приво-
дящим к скачку градиента температуры в грунте и поэ-
тому затрудняет постановку и количественное модели-
рование, с использованием полученных опытных данных, 
процесса теплопередачи.

Ниже, исходя из предложенной физико-математи-
ческой модели, проводится аналитическое и численное 
исследование явления теплопередачи в грунте полуо-
строва Таймыр на базе данных по замеру температуры 
в фиксированные дни летнего сезона (рис. 1).

Постановка задачи
По визуальному анализу установленных опытным 

путем числовых данных рис. 1 и табл. 1 на поверхности 
грунта и фиксированной глубине его в 60 и 90 см следу-
ет, что за период июнь-июль месяц температура воздуха 
на поверхности грунта в фиксированные дни колеблется 
от 3 до 18 °C. Причем за это время температура грунта 
на глубине в 60 см монотонно возрастает от –6,5 до 
–1,5 °C, а на глубине 90 см — от –7,5 до –2,5 °C. Тем са-
мым можно заключить, что после зимне-весеннего сезо-
на в летний период времени погодные условия допуска-
ют оттаивание грунта: с физической точки зрения — 
проявлению эффекта фазового перехода льдокомпонен-
тов грунта в водную компоненту его.
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При этом, в основу количественного анализа этого 
процесса полагается отнесенное к плоскости хОу с на-
правленной вертикально вниз по глубине грунта осью х 
одномерное дифференциальное уравнение нестационар-
ной теплопроводности

Теоретически, проблему передачи теплоты в теле 
от жидкой фазы к твердой во многих случаях трактуют 
как задачу Ламе — Стефана о фазовом переходе субстан-
ции на границе фронта замерзания, когда процесс тепло-
передачи от зоны I талого грунта развивается к заморо-
женной зоне II (рис. 2).

Тогда математическая задача о моделировании ки-
нетики процесса оттаивания грунта может быть сфор-
мулирована следующим образом: требуется найти тем-
пературу t1 (х, τ) и t2 (х, τ) как удовлетворяющие уравне-
нию теплопроводности Фурье функции, соответственно, 
в областях I, II (рис. 2):
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где τ — время; х — вертикальная координата; а1, а2 — 
коэффициент температуропроводности воды и льда в об-
ластях I, II, соответственно.

 ξ = ω (τ) (3)

Выражение (3) — искомое уравнение фронта отта-
ивания грунта.

При этом, в качестве начальных условий для t1 (х, τ) 
и t2 (х, τ) областей I, II принимаем
 t1 (х, 0) = f0 (x), при 0 < x < ω(τ) (4)

 t2 (х, 0) = f0 (x), при ω(τ) < x < ∞ (5)

где f0 (x) — зависимости и данные опытных наблюдений 
температуры по дням (рис. 1), (табл. 1).

В качестве граничных условий для области I

 t1 (0, τ) = u0, (6)

 t1 (ω, τ) = u3, (7)

где u0, u3 — соответственно, температура воздуха на по-
верхности грунта, u3 = const — криоскопическая темпе-
ратура (температура фазового перехода).

Для области II
 t2 (ω, τ) = u3, (8)

 ∂t2(∞, τ) / ∂x = 0. (9)
В принятых условиях по геометрии занимаемого 

грунтом пространства в качестве границы (фронта) отта-
ивания принимается перемещающаяся во времени разде-
ляющая зоны I и II плоскость (рис. 2) ξ = ω (τ) (3), на кото-
рой, в силу закона сохранения энергии, по высоте объема 
х > 0 выполняется условие теплового баланса Стефана.
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d

dtxl l r w
w t1 1 2 2 1  (10)

где, соответственно, λ1, λ2; t1, t2 — коэффициент теплопро-
водности и температура зоны I (воды) и зоны II (льда), r — 

Рис. 1. Значение температуры на поверхности грунта 
и на глубине 0,6 и 0,9 м за определенный период 2011 г.:  
1 — 01.06; 2 — 10.06; 3 — 20.06; 4 — 30.06; 5 — 10.07

Fig. 1. The values of the temperature on the soil surface and 
at the depth of 0.6 and 0.9 m for a particular period of 2011:  

1 — 01.06; 2 — 10.06; 3 — 20.06; 4 — 30.06; 5 — 10.07

Таблица 1
Значение температуры грунта в летние месяцы 
2011 г. на его поверхности и глубине 0,6 и 0,9 м

Table 1
The values of the temperature on the soil surface and 

at the depth of 0.6 and 0.9 m in summer 2011
Дата замера  
температуры 01.06 10.06 20.06 30.06 10.07 20.07

Температура  
поверхности, °C 12 3 18 11 17 9

На глубине 0,6 м, °C –6,5 –4 –3 –2,5 –2 –1,5
На глубине 0,9 м, °C –7,5 –5,5 –4,5 –3,5 –3 –2,5

Рис. 2. Схема к расчету процесса оттаивания грунта
Fig. 2. Soil thawing calculation

удельная теплота плавления льда, ρ1 — плотность воды, 
m — пористость (объемное влагосодержание) грунта.

Таким образом, на базе начальных условий (4), (5) 
и граничных условий (6)–(9), для дифференциальных 
уравнений (1), (2) сформулирована краевая задача по ана-
лизу кинетики процесса оттаивания грунта в полупро-
странстве х > 0.

Решение задачи
Следуя Стефану, в качестве общего решения урав-

нения (1) может быть выбрано зависящее не от двух ар-
гументов х и τ, а от одной, автомодельной, переменной ζ 
зависимость
 t1 (х, τ) = А + В·erf (ζ), (11)
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где А, В — подлежащие определению произвольные по-
стоянные величины; erf (ζ) — функция Крампа (интеграл 
ошибок),

 erf d( ) ( ) ,z
p

z z
z

= �т2 2
0

ехр  (12)

 ζ = х/ (4a1τ) 1/2, (13)

ζ — автомодельная переменная для зоны I.
Удовлетворяя, с использованием соотношений (11)–

(13), граничным условиям (6), (7) для определения посто-
янных величин А, В, получим
 А = и0;   В = (и3 – и0) / erf [ω / (4a1τ)1/2], (14)

где в силу специфики принятого выражения (13) форму-
ла (14) возможна лишь в том случае, если принимается 
условие
 ω (τ) = 2στ1/2, (15)

σ — характеризующая интенсивность теплообмена ве-
личина (условно, параметр Стефана).

В таком случае коэффициент В рассчитывается 
по выражению
 В = (и3 – и0)/erf (σ/a1

1/2), (16)

Откуда заключаем, что частным решением задачи 
о передаче тепла в талом грунте (то есть, в области I) 
служит уравнение (11), с определяемыми по (14), (16) ко-
эффициентами А и В.

В свою очередь, согласно выражениям (5), (8), (9), 
решением задачи о теплопроводности в замороженной 
части (в области II) является [10]
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где f0 (х) задано по (5), ω — по (15), η — переменная ин-
тегрирования.

Формулы (11)–(17) полагаются в основу расчета стра-
тификации температуры по времени τ и по глубине х 
грунта.

Имея в виду зависимость d [erf (x)] / dx = 2π–1/2exp (–x2), 
на основе (11) и (17) определяются входящие в условие 
(10) Стефана производные

 ∂t1/∂x = В exp [–x2 / (4a1τ)]/ (a1τπ)1/2, (18)

 ∂t2/∂x = F1 (x, τ) – F2 (x, τ), (19)

где
 F1 (x, τ) = (ω + х) ехр [– (ω + х) 2/ (4а2τ)], (20)

 F2 (x, τ) = (ω – х) ехр [– (ω – х) 2/ (4а2τ)], (21)

ω определяется по (3).
И поэтому, с учетом формул (4), (7), (8), (10) прихо-

дим к характеристическому относительно параметра σ 
уравнению
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где F1, F2 определяются согласно (20), (21); σ — собствен-
ное значение поставленной краевой задачи.

На основе зависимостей (20)–(22) для водонасыщен-
ного грунта в полупространстве 0 < х < ∞ проводится 
количественное моделирование стратификации темпе-
ратуры по глубине х грунта и периоду τ времени процес-
са размораживания твердотельной фазы воды — льда.

Численный эксперимент
Количественное моделирование процесса оттаива-

ния льда по зависимостям (20)–(22) осуществляли, ис-
пользуя процедуры среды Mathcad на базе следующих 
физико-механических и геометрических параметров 
процесса обработки.

Температура в начальный момент времени на по-
верхности грунта и по его глубине выбиралась в соот-
ветствии с данными табл. 1 и рис. 1, температура фазо-
вого перехода воды в лед u3 = –1 °C; коэффициент тепло-
проводности для областей I и II λ1 = 2,39; λ2 = 0,597 
Вт / (м∙К); скрытая теплота фазового перехода воды в лед 
r  = 0,33∙106 Дж/кг, плотность воды ρ1 = 1000, льда — 
ρ2 = 910 кг/м3. Пористость грунта варьировалось по зна-
чениям m = [30; 50 %], время расчета τ = [1; 6 ч].

Результаты расчета с первого по шестой час, отражен-
ные графиками на рис. 2–4, выявляют соответствие рас-
четных данных по процессу передачи теплоты от воды 
ко льду физическому смыслу исследуемого явления. 
А именно, отмечается корреляционная зависимость между 
расчетными значениями параметра σ Стефана интенсив-
ности процесса (рис. 3) и глубины талого грунта (рис. 4) 
с температурой внешней среды (воздуха на поверхности 
грунта) и исходной температуры грунта на разной глубине.

С одной стороны, снижение из-за выравнивания ус-
ловий теплообмена по времени параметра σ (все кривые 
рис. 3), а также ухудшение условий размораживание 
грунта при сильном похолодании погоды (например, кри-
вые 1, 2 ниже кривых 3, 4) и повышение интенсивности 
данного процесса во всех остальных случаях — когда 
температура внешней среды практически стабильна (все 
кривые рис. 4, начиная с пятого номера — по десятый).

С другой стороны, отраженный данными табл. 1 неу-
бывающий характер исходной температуры по глубине 
грунта и дням наблюдений, согласно расчету, также при-
водит к возрастанию глубины талого грунта (на рис. 4 все 
кривые, последовательно, по дням наблюдений располага-
ются одна над другой — глубина талого грунта возрастает).

При этом, в соответствии с формулой (3), координа-
та фронта оттаивания грунта подчиняется возрастающей 
по времени параболической зависимости.

Отметим, что предложенный алгоритм, в рамках мо-
дели полупространства, может быть использован при коли-
чественном анализе задачи о расчете процесса оттаивания 
субстанции для тел канонической формы (цилиндра, шара). 
Например, при расчете процесса подготовки используемых 
в технологии безмашинного охлаждения на базе аккумуля-
торов холода, эвтектических плит немалой толщиной.
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Заключение
Таким образом, исходя из показанной адекватности 

результатов численного эксперимента с физическим 
смыслом процесса оттаивания грунта, установлена обо-
снованность применения для теоретического анализа 
данного процесса модели Стефана. Разработанный в ста-
тье алгоритм может быть применен при математическом 
моделировании процессов тепловой обработки объектов 
в смежных областях промышленности.

Рис. 4. Зависимости координаты ξ фронта размораживания 
грунта по дням от времени наблюдений τ и от пористости m 
(m = 0,3: 1,3,5,7,9; m = 0,5: 2,4,6,8,10: 1,2 – 01.06; 3,4 – 10.06; 

5,6 – 20.06; 7,8 – 30.06; 9,10 – 10.07, 2011 г.)
Fig. 4. Daily dependencies of ξ for soil thawing front on the time 

of observation τ  and soil porousness m (m = 0.3: 1.3,5,7,9;  
m = 0.5: 2,4,6,8,10: 1,2 – 01.06; 3,4 – 10.06; 5,6 – 20.06; 7,8 – 

30.06; 9,10 – 10.07, 2011)

Рис. 3. Зависимости параметра σ фронта размораживания 
грунта по дням от времени наблюдений τ при пористости 
грунта m = 0,5: 1 — 01.06; 2 — 10.06; 3 — 20.06; 4 — 30.06; 

5 — 10.07, 2011 г.
Fig. 3. Daily dependencies of σ for soil thawing front on the time 

of observation τ at soil porousness of m = 0.5: 1 — 01.06; 2 — 
10.06; 3 — 20.06; 4 — 30.06; 5 — 10.07. 2011
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