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На основе модифицированного уравнения Клапейрона–Клаузиуса, уравнения линии упругости Рыкова и масштаб-
ной теории рассчитана линия фазового этана от T = Tt = 90,368 К до Tc = 305,322 К, где Tt и Tc — температуры 
тройной и критической точек, соответственно. В рамках предложенного подхода все уравнения, ps = ps (T) и ρ± = ρ± 
(T), описывающие линию фазового равновесия этана, имеют общие критические индексы и критические пара-
метры, а средний диаметр fd линии насыщения в окрестности критической точки описывается моделью [2β, 
1 – α] (модифицированная модель Янга-Янга). Показано, что предложенная система уравнений передает опыт-
ные данные о ps , ρ– , ρ+ этана в пределах неопределенности этих данных с среднеквадратичной погрешностью 
(RMS): RMSps

 = 0,08 %; RMSρ– = 0,67 %; RMSρ+ = 0,02 %. В интервале [Tt , Tc] рассчитаны таблицы, включающие 
значения ps , ρ – , ρ+ и «кажущейся» теплоты парообразования.
Ключевые слова: этан, линия насыщения, критические индексы, линия упругости, средний диаметр.
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On the basis of the modified Clapeyron–Clausius equation, the Rykov elastic line equation, and scale theory, the line of 
phase ethane in the temperature range of from T = Tt = 90.368 K to T = Tc = 305.322 K, where Tt and Tc are the temperatures 
of triple point and critical pint, has been calculated. The equations of the elastic line, ps = ps (T), vapor, ρ– = ρ– (T), and 
liquid, ρ+ = ρ+ (T), and the branches of the saturation line have common critical exponents and critical parameters, and 
the average diameter fd of the saturation line in the vicinity of the critical point is described by the model [2β, 1 – α] (The 
Yang-Yang modified model). It is shown that this system of equations conveys experimental data on the pressure and density 
of saturated vapor, and the density of a saturated liquid of ethane within the uncertainty of these data with a root-mean-
square error (RMS): RMSps

 = 0,08 %; RMSρ– = 0,67 %; RMSρ+ = 0,02 %. In the temperature range of from Tt to Tc, the tables 
are calculated, including the values ps , ρ – , ρ+ and «apparent» heat of vaporization.
Keywords: ethane, saturation line, critical exponents, elastic line, average diameter.
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Введение
Для расчета плотности и давления этана на линии 

фазового равновесия в настоящее время используется 
комплекс уравнений, предложенный в [1]. При этом ра‑

бочий диапазон [1] включает окрестность критической 
точки этана. Однако уравнения [1] не удовлетворяют 
требованиям современной теории критических явлений 
[2]. Критические индексы a  и b  уравнения линии упру‑

ВЕСТНИК МАХ № 2, 2021



99Физика

гости p p Ts= ( ) ,  линии насыщения, r r= ( ) Ј� T 0  и 
r r= ( ) і+ T 0 , использованные в работе [1], равны соответ‑
ственно: a ps

 0 4, , br� = 0 34, , br+ = 0 346, . Это противоречит 
современным экспериментальным и теоретическим дан‑
ным о значениях критических индексов: a = 0 11, , b = 0 3255,  
[3]. Согласно современным тенденциям [4]–[7] поведение 
второй производной d p dTs

2 2/  и среднего диаметра fd  
линии насыщения должны удовлетворять зависимостям:
 f T T A B od c®( ) = + + ( )� �t t tb a a2 1 1 , (1)

 d p dT os T Tc

2 2/
®

� �+ ( ) t ta a , (2)

где t = �( )T T Tc c/ ; Tc  — критическая температура; A = const  
и B = const ; o  — символ Ландау [8].

Модель линии фазового равновесия этана, предло‑
женная в [1], условиям (1) и (2) не удовлетворяет. Поэто‑
му актуальной является задача разработки для этана 
системы уравнений p p Ts= ( ) , r r= ( )� T  и r r= ( )� T  ветви, 
которая:

— удовлетворяет условиям (1) и (2) при значениях 
критических индексов a = 0 11, , b = 0 3255,  (модель Изинга);

— обеспечивается согласованность данных [1] 
о плотности r+  и r� , и давлении ps  в интервале темпе‑
ратур от Tt  до Tc , где Tt  — температура в тройной точке 
этана.

Метод расчета линии  
фазового равновесия этана

В качестве базового уравнения при описании r r= ( )� T  
этана в области пара мы используем [9]:

 ў ( ) = ( )
� ( ) ( )( )+ �

p T
r T

T v T v Ts 1 /
, (3)

где v� �= 1/ r  и v+ += 1/ r  — удельные объемы; r T( )  — тем‑
пературная зависимость теплоты парообразования r .

Учтем, что v± ±= 1/ r , а теплоту парообразования, r , 
в уравнении Клапейрона — Клаузиуса (3) можно пред‑
ставить в виде [10]:

 r T r T( ) ( )*= �
ж
из

ц
шч

�

+1 r
r

, (4)

Здесь функция r T*( )  описывает температурную за‑
висимость, так называемой, «кажущейся» теплоты паро‑
образования r*  [10].

Согласно (4) выражение (3) можно преобразовать 
к виду:

 r� ( ) =
ў ( )
( )T

Tp T
r T
s

* . (5)

Воспользуемся результатами работы [11] и предста‑
вим «кажущуюся» теплоту парообразования r*  в виде 
зависимости:

 r T
p
d d d d dA

A

*( ) = + + +( + )+ �

r
t t t tb b b a

0 1 2
2

3 4
1D . (6)

где di  — индивидуальные параметры; D = 0 5,  — крити‑
ческий индекс [12].

Уравнение для давления p p Ts= ( ) , согласно [7], име‑
ет следующий вид:

p T p e a a a a a a as c
a t( ) = + + + + + + +�( ) � � +0

2

1 1 2
2

3
2

4
3

5
4

6
5

7
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t a at t t t t t t/ D 66( ) , (7)

где an  — постоянные коэффициенты; a d1 0= ; t T Tc= / .
Уравнение r r+ += ( )T  для паровой ветви выберем 

в виде [12]:

 r r t t t t t t tb b b b a+ + �

=

+= + + + + + + + е( )T b b b b b b bA n
n

n1 1 2 3
2

4
3

5
1

6
7

13
1D ��( )ж

из
ц

шч
6 a 

  r r t t t t t t tb b b b a+ + �

=

+= + + + + + + + е( )T b b b b b b bA n
n

n1 1 2 3
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13
1D ��( )ж

из
ц

шч
6 a . (8)

Мы рассмотрели поведение функций (5)–(7) при ус‑
ловии t ® 0  и пришли к выводу, что система уравнений 
(5)–(8) описывает поведение среднего диаметр fd  в со‑
ответствии с уравнением (1), если коэффициенты bi , где 
i О{ }1 2 6, ,..., , удовлетворяют следующим равенствам:

 b d
d1

1

0
= , b d

d2
2

0
= , b b

d
d3 1

2 3

0
= � , b b

b d
d4 1

3 1 3

0
2= � �

ж
из

ц
шч

, (9)

 b d
d

a
d5

4

0

2

0
2= � + �( )й

л
к

щ

ы
ъa , b a

d6
0

0
1 2= � �ж

из
ц
шч

. (10)

Таким образом, используемая нами система согла‑
сованных между собой уравнений (5)–(10) описывает 
линию фазового равновесия в соответствии с законами 
современной физики критических явлений [13, 14]. Зна‑
чения индексов a  и b  выбраны в соответствии с моделью 
Изинга [6]: a = 0,11, b = 0,3255, а критические параметры 
задали такими же, как и в [1, 15]: Tc = 305 322,  K; rc = 206,18  
кг/м3; pc=4 8722,  МПа.

Значения индивидуальных параметров an , dn , bn  
установлены в ходе поиска минимума следующих функ‑
ционалов:
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где Wp ks , , W kr� ,  и W kr+ ,  — значения веса точек ( ps ke,( ) , T ), (
rk

e�,( ) , T ) и ( rk
e+ ,( ) , T ) из массива данных [1, 15, 16–20]; 

N1 195=  — число значений p Ts k
e
,

( ) �  [1, 15–20]; N2 = 199 — 
число значений rk

e T� �,( )  [1, 15]; N3 = 198 — число значений 
rk

e T+ �,( )  [1, 15].
На основе известного метода SVD была разработана 

компьютерная программа для поиска минимума функ‑
ционалов (11) и, как результат, найдены коэффициенты 
an , bn  и dn  уравнений (4), (6) и (7) (табл. 1–3).

Результаты расчетов
Проведено сравнение результатов расчетов по урав‑

нениям (5)–(10) с опытными и расчетными данными [1, 
15–20]. Полученная информация представлена на рис. 1–5.

Таблица 1
Коэффициенты an (7)

Table 1
Coefficients an (7)

n an n an

0 8,40 4 24,92367492193
1 6,449452179912 5 48,50215259913
2 20,70915147488 6 47,62292116848
3 –10,28263106406 7 21,53022292542
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Опытные данные p Ts s�  [1] описываются уравнени‑
ем (5) в диапазоне 230 305 3K KЈ ЈT ,  с неопределенностью 
dps : � Ј Ј0 003 0 002, % , %dps , что соответствует неопреде‑
ленности:
 dps Ј 0 01, % , (12)

опытных данных [1] для этого интервала температур 
(рис. 1, 2). В области низких температур, T < 230  K урав‑
нение (7) с меньшей неопределенностью передает p Ts s�  
данные [1], чем уравнение линии упругости [1] и фунда‑
ментальное уравнение состояния (ФУС) [15] (рис. 1). 
В области 200 305 32Ј ЈT ,  K, включающей окрестность 
критической точки, ФУС [15] передает данные о давле‑
нии ps  [1] c неопределенностью, существенно превыша‑
ющей неопределенность (см. неравенство (12)) этих дан‑
ных (рис. 2).

В пределах неопределенности dr�,5  опытных дан‑
ных уравнения (5)–(7) описывают плотность насыщен‑
ного пара (рис. 3). При этом надо иметь в виду, что по‑
грешность dr�,5  в области низких температур (например, 
при T = 195  K) достигает 50 % [1]. Этим объясняется от‑
клонение значения r�  от опытных данных r�,5  [1]: 
dr�,[ ] , %1 4 7 , dr�,[ ] , %15 3 4 , dr�,( ) , %5 3 6 , рассчитанных при 
температуре T = 195K  соответственно по уравнениям [1], 
[15] и (5).

Уравнение (8) передает данные r+ �Ts  [1] в интерва‑
ле температур 191 302Ј ЈT  K с относительной неопреде‑
ленностью dr+ Ј 0 01, %  (рис. 1), тогда как относительная 
неопределенность dr+ ,e  экспериментальных данных [1] 
д л я этого д иапа зона тем перат у р состави ла: 
0 015 0 04, % , %,Ј Ј+dr e .

Чтобы оценить точность предложенной системы 
взаимосогласованных уравнений (5)–(8) при расчете ли‑
нии фазового равновесия этана, вычислены среднеква‑
дратические отклонения (RMS) [21]:

 RMS =
( )

=
е dX

N

i
i

N
2

1 , (13)

где dX X X Xi i
e

i i
e= �( ) Ч( ) (r) ( )/ %100 ; индекс ( )e  обозначает зна‑

чение Xi  из базы экспериментальных и табличных дан‑

Таблица 2
Коэффициенты bn (6)

Table 2
Coefficients bn (6)

n bn n bn

7 3352,68248572 11 70323,3848713
8 –21248,2488810 12 –31846,5919452
9 57198,4109811 13 6067,59651897

10 –83867,6570359

Таблица 3
Коэффициенты dn (4)

Table 3
Coefficients dn (4)

n dn n dn

1 10,5420031561 3 55,5261963776
2 3,6050659132 4 –48,5071913982

Рис. 1. Температурная зависимость отклонений 
dp T p p ps s

r
s
e

s
e( ) = �( ) Ч/ %100  значений давления, psr , этана,  

рассчитанных по уравнению (7), от данных: 1 — данные [1], 
2 — расчет по уравнению p p Ts s= ( )  Funke M. et al. [1],  

3 — таблицы ГСССД [15]; 4 — ФУС [16]; 5 — [17]; 6 — [18]; 
7 — [19]; 8 — [20]

Fig. 1. Temperature dependence of deviations 
dp T p p ps s

r
s
e

s
e( ) = �( ) Ч/ %100  of ethane pressure, psr  calculated  

by (7), on the data: 1 — data from [1], 2 — calculation by 
equation p p Ts s= ( )  by Funke M. et al. [1], 3 — the tables of 

the State Agency for Standard Reference Data [15];  
4 — fundamental equation of state [16]; 5 — [17]; 6 — [18];  

7 — [19]; 8 — [20]

Рис. 2. Температурная зависимость отклонений dp Ts ( ) , этана:  
1 — опытные данные [1], 2 — расчет по уравнению p p Ts s= ( )  
Funke M. et al. [1], 3 — таблицы ГСССД [15]; 4 — ФУС [16]; 

5 — [17]; 6 — [18]; 7 — [19]; 8 — [20]
Fig. 2. Temperature dependence of deviations dp Ts ( )  of ethane: 

1 — experimental data [1], 2 — calculation by equation 
p p Ts s= ( )  by Funke M. et al. [1], 3 — the tables of the State 
Agency for Standard Reference Data [15]; 4 — fundamental 

equation of state [16]; 5 — [17]; 6 — [18]; 7 — [19]; 8 — [20]

ных [1, 15–20]; индекс ( )r  обозначает значение Xi , рас‑
считанное на основе уравнений (5)–(8).

Результаты расчета по формуле (13) представлены 
в табл. 4. Они свидетельствуют о том, что термодинами‑
ческие таблицы стандартных справочных данных (ССД) 
[15] нуждаются в корректировке, особенно в области на‑
сыщенной жидкости, на линии упругости и в окрестно‑
сти критической точки, рис. 1–4.

Мы рассчитали значение f = ++ �( ) /r r 2  в интервале 
тем перат у р:  90 368 3, Ј ЈT 05,322  К и  в  и н терва ле 
300 3Ј ЈT 05,322  К (рис. 5, 6).

В диапазоне температур [Tt , Tc ] мы, на основе урав‑
нений (5)–(8), рассчитали таблицы, включающие значе‑
ния ps , r� , r+  и r*  (табл. 5). Данные, приведенные 
в табл. 5, мы рекомендуем использовать для проверки 
компьютерного кода при программировании уравнений 
(5)–(8).
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Таблица 4
Сравнение данных, приведенных  
в работах [1, 15–20], с данными,  

рассчитанными на основе уравнений (5)–(8)

Table 4
The data form the articles [1, 15–20]  

and the data calculated by the equations (5)–(8)
X ps, [1] psr, [1] ps, [15] ps, [16] ps, [17] 

RMS, % 0,84 0,50 0,82 0,7 0,20
X ps, [18] ps, [19] ps, [20] ρ–, [1] ρ–,r, [1] 

RMS, % 0,012 0,20 0,003 0,67 0,63
X ρ–, [15] ρ+, [1] ρ+,r, [1] ρ+, [15] ρ+, [20] 

RMS, % 0,32 0,02 0,0075 0,14 0,050

Рис. 3. Температурная зависимость отклонений 
dr r r r� � � �= �( ) Ч,( ) ,(e) ,(e)/ %r 100  плотности r�,( )r  этана,  

рассчитанных по уравнению (5), от следующих данных:  
1 — экспериментальные данные r�,(e)  Funke M. et al. [1],  

2 — расчет по уравнению r r= ( )� T  Funke M. et al. [1],  
3 — таблицы ГСССД [15]

Fig. 3. Temperature dependence of deviations 
dr r r r� � � �= �( ) Ч,( ) ,(e) ,(e)/ %r 100  of ethane density r�,( )r , calculated 

by equation (5), on the following data: 1 — experimental data  
for r�,(e)  by Funke M. et al. [1], 2 — calculation by equation 
r r= ( )� T  by Funke M. et al. [1], 3 — the tables of the State 

Agency for Standard Reference Data [15]

Рис. 4. Температурная зависимость отклонений 
dr r r r+ + + += �( ) Ч,( ) ,(e) ,(e)/ %r 100  плотности r+ ,( )r  этана,  

рассчитанных по (8), от данных r+ ,(e)  [1, 15]: 1 — данные 
Funke M. et al. [1], 2 — расчет по уравнению r r= ( )+ T  

Funke M. et al. [1], 3 — таблицы ГСССД [15]
Fig. 4. Temperature dependence of deviations 

dr r r r+ + + += �( ) Ч,( ) ,(e) ,(e)/ %r 100  of ethane density r+ ,( )r ,  
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Рис. 5. Линия насыщения (ЛН) этана: 1 — паровая ветвь ЛН; 
2 — жидкостная ветвь ЛН; 3 — график функции 
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Fig. 5. Saturation line of ethane: 1 — vapor branch of 
the saturation line; 2 — liquid branch of the saturation line;  

3 — graph of function f T T T( ) = ++ �[ ( ) ( )] /r r 2 ; 4 — critical point
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Таблица 5
Значения ps, ρ — , ρ+, r* этана,  
расчет по уравнениям (5)–(8)

Table 5
The values of ps, ρ — , ρ+, r*of ethane  
calculated by the equations (5)–(8)

T, K ps, МПа ρ — , кг/м3 ρ+, кг/м3 r*, кДж/кг

90,34 0,00000108 0,0000446 651,6 585,8
110 0,0000742 0,00247 630,0 568,7
130 0,001288 0,03596 607,8 550,1
150 0,009647 0,2339 585,2 530,1
170 0,04282 0,9275 561,7 508,4
190 0,1346 2,672 537,0 484,5
210 0,3338 6,239 510,4 458,0
230 0,7002 12,68 481,3 428,0
240 0,9668 17,44 465,3 411,3
250 1,301 23,59 448,0 393,0
260 1,712 31,58 429,1 372,7
270 2,210 42,10 407,7 349,8
280 2,807 56,38 382,7 323,0
290 3,516 77,20 351,3 289,7
300 4,357 114,5 303,5 240,4
305 4,839 170,5 241,9 182,2

305,1 4,849 174,6 237,6 178,4
305,2 4,860 180,3 231,7 173,4
305,3 4,8700 191,4 220,6 164,0

305,322 4,8722 206,2 206,2 152,4

Выводы
Разработана система взаимосогласованных уравне‑

ний (5)–(8), которые описывают линию насыщения и ли‑
нию упругости этана в интервале температур 
90 368 305 322, ,Ј ЈT  К с точностью, соответствующей нео‑
пределенности опытных данных [1, 15, 17–20]. При этом 
критические параметры pc , Tc , rc  и критические индек‑
сы a , b  и D , используемые при расчете коэффициентов 



102

уравнений (5)–(8) такие же, как и в ФУС [1]. Это позво‑
ляет использовать уравнение (7) при расчете, на основе 
ФУС [1, 15], равновесных свойств этана на линии насы‑
щения.

Средний диаметр fd , линии насыщения, рассчитан‑
ный на основе системы (3)–(6), описывается моделью 
[ 2 1b a, � ] (1), что согласуется с современными представ‑
лениями о поведении линии насыщения в области силь‑
но развитых флуктуаций параметра порядка [13, 14, 
22–30].

Заключение
Приведенная в работе информация о термических 

свойствах этана на линии насыщения может быть ис‑
пользована при разработке единого фундаментального 
уравнения состояния этана по методике [31], основанной 
на новом представлении масштабной гипотезы [32], или 
по методике [33, 34], разработанной в рамках феномено‑
логической теории Мигдала [35]. В рамках данной мето‑
дики при подходе к критической точке учитываются 
особенности поведения среднего диаметра, изохорной 
и изобарной теплоемкостей и других равновесных свойств 
индивидуальных веществ.
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Рис. 6. Графики функции f = ++ �( ) /r r 2  этана:  
1 — расчет по формулам (5)–(8); 2 — критическая точка;  
3 — экспериментальные данные [1]; 5 — аппроксимация  

данных [1] при T і 300  К
Fig. 6. Graphs of function f = ++ �( ) /r r 2  of ethane:  

1 — calculated by formulae (5)–(8); 2 — critical point;  
3 — experimental data [1]; 5 — approximation of the data [1]  

at T і 300  К
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