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Для пектиносодержащих пленочных структур, идущих на производство биоразлагаемых упаковочных матери-
алов и являющимися по своей природе гидрофильными, снизить влияние внешних факторов, в первую очередь 
влаги, позволит их парафинизация, т. е. нанесение на поверхность пленки тонкого слоя расплавленного пище-
вого парафина для последующей защиты упакованных пищевых продуктов от воздействия влаги и солнечных 
лучей. Для рационализации конвективного концентрирования гексанового раствора необходимо подобрать 
такие режимные параметры, которые позволят не только провести удаление гексана с растворенными в нем 
токсичными компонентами из объекта исследования в относительно простом аппарате, но и существенно 
сократить время на этот процесс в рамках температурных ограничений. Последнее условие, ввиду сложности 
эмпирического определения распределения температуры в тонком слое объекта концентрирования целесообразно 
осуществить путем решения системы уравнений трансфера тепловой энергии и массы в частных производных, 
однако можно ограничиться одним уравнением переноса тепловой энергии, используя эмпирические кинети-
ческие зависимости, описывающие отведение н-гексана из композиции. Целью исследования явилась адапта-
ция к гексановому раствору парафина и решение модели тепломассопереноса при его концентрировании для 
исключения вероятности снижения величины его температуры ниже значения возможной предварительной 
кристаллизации. Реализация модели проведена численно методом конечных разностей. В результате решения 
найдена интенсивность продвижения температурного фронта по высоте пленки гексанопарафиновой компози-
ции при варьировании доли парафина в процессе ее концентрирования при конвективном подводе к ней тепловой 
энергии, то есть адаптирована к полученному раствору и решена математическая модель тепломассопереноса 
при его концентрировании для исключения вероятности снижения величины его температуры ниже значения 
возможной предварительной кристаллизации. Полученные данные не входят в конфликт с известными резуль-
татами других исследователей и могут успешно применяться для оперативного расчета и проектировании 
обозначенных процессов и агрегатов.
Ключевые слова: гексанопарафиновая смесь, конвективное концентрирование, водоотталкивающие покрытия, пара-
финизация, пищевой парафин, математическое моделирование, температурные ограничения.
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For pectin-containing film structures, which are used for the production of biodegradable packaging materials and are 
hydrophilic in nature, their paraffinization, i. e., applying a thin layer of molten food paraffin to the surface of the film for 
subsequent protection of packaged food products from moisture and sunlight, will reduce the influence of external factors, 
primarily moisture, To rationalize the convective preconcentration of a hexane solution, it is necessary to select such regime 
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parameters that will allow not only the removal of hexane with toxic components dissolved in it from the object of study 
in a relatively simple apparatus, but also significantly reduce the time for the process within temperature restrictions. The 
latter condition, in view of the complexity of the empirical determination of the temperature distribution in a thin layer of 
the object of concentration, is advisable to implement by solving the system of equations for the transfer of thermal energy 
and mass in partial derivatives, however, we can restrict ourselves to one equation for the transfer of thermal energy, 
using empirical kinetic dependences that describe the removal of n-hexane from the composition. The aim of the study 
was to adapt paraffin to a hexane solution and solve the model of heat and mass transfer during its concentration in order 
to exclude the possibility of reducing its temperature below the value of possible preliminary crystallization. The model 
was implemented numerically by the finite difference method. As a result of the solution, the intensity of the temperature 
front advancement along the height of the film of the hexanoparaffin composition was found with varying the proportion of 
paraffin in the process of its concentration with convective supply of thermal energy to it, i. e., it was adapted to the resulting 
solution and a mathematical model of heat and mass transfer was solved during its concentration to eliminate the likelihood 
of a decrease in its temperature below the value of possible pre-crystallization. The data obtained do not conflict with 
the known results of other researchers and can be successfully used for operational calculation and design of the designated 
processes and units.
Keywords: hexanoparaffin mixture, convective preconcentration, water-repellent coatings, paraffinization, edible paraffin, 
mathematical modeling, temperature restrictions.
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Введение
Для пектиносодержащих пленочных структур, иду-

щих на производство биоразлагаемых упаковочных ма-
териалов и являющимися по своей природе гидрофиль-
ными, снизить влияние внешних факторов, в первую 
очередь влаги, позволит их парафинизация, т. е. нанесе-
ние на поверхность пленки тонкого слоя расплавленного 
пищевого парафина для последующей защиты упакован-
ных пищевых продуктов от воздействия влаги и солнеч-
ных лучей. При производстве влагоотталкивающих ком-
позиций большое внимание уделяется качеству исходно-
го базового для пищевого парафина, где одним из важных 
его показателей безопасности является отсутствие в нем 
канцерогенных ароматических углеводородов. Для ра-
ционализации конвективного концентрирования гекса-
нового раствора необходимо подобрать такие режимные 
параметры, которые позволят не только провести удале-
ние гексана с растворенными в нем токсичными компо-
нентами из объекта исследования в относительно простом 
аппарате, но и существенно сократить время на этот 
процесс в рамках температурных ограничений. Послед-
нее условие, ввиду сложности эмпирического определе-
ния распределения температуры в тонком слое объекта 
концентрирования целесообразно осуществить путем 
моделирования.

Выявление кинетических закономерностей измене-
ния комплекса основных параметров, характеризующих 
исследуемый раствор во времени его концентрирования 
позволит получить корректную физико-математическую 
модель тепло-массообменного процесса, а для того что-
бы оценить температуру на поверхности пленочной ос-
новы в результате ее парафинизации при температуре 
(Т) теплоносителя равной 70 °С необходимо ее решить.

Определить Т в тонком слое гексанопарафиновой 
композиции в процессе ее концентрирования теоретиче-
ски можно путем решения системы уравнений трансфе-
ра тепловой энергии и массы в частных производных, 
однако можно ограничиться одним уравнением перено-
са тепловой энергии, используя эмпирические кинети-
ческие зависимости, описывающие отведение н-гексана 
из композиции [1]–[4].

Моделирование, опираясь на систематизирование опыт-
ных данных, в основном, осуществляется путем получения 
зависимостей в обобщенных переменных, негативные сто-
роны которого общеизвестны [5]–[7], а вот комплексное 
использование в комплексе теоретических и эмпирических 
соотношений позволяет получить результат более точно 
и вместе с тем просто и повысить уровень оперативности 
его использования в инженерной практике [8, 9].

цели и задачи исследования
Целью проводимого исследования явились — адап-

тация к гексановому раствору парафина и решение мо-
дели тепломассопереноса при его концентрировании для 
исключения вероятности снижения величины его тем-
пературы ниже значения возможной предварительной 
кристаллизации.

Методы и модели исследования
Объектами исследования послужили гексанопара-

финовая смесь и полученный в результате ее концентри-
рования пищевой парафин [10, 11].

Математическая модель трансфера тепловой энергии 
и вещества построена и решена, опираясь на положения 
и допущения, обоснованные в публикациях [2, 9]. Реали-
зация модели проведена численно методом конечных раз-
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ностей, принимая во внимание температурные ограниче-
ния, рациональные режимы, кинетические закономерности 
удаления растворителя, а также комплекс варьируемых 
в рамках технологических лимитов, характеристик объ-
екта изучения. Итак, соотношение для трансфера тепловой 
энергии при конвективном ее подводе при одномерной 
постановке задачи выглядит следующим образом:
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где x — координата толщины слоя наносимого раствора, 
м; a — температуропроводность раствора, м2/с; ¶ ¶Cп t  — 
скорость концентрирования, кг/ (кг·с), принимая изотроп-
ность структурной организации объекта; r — энергети-
ческая составляющая, обусловливающая фазовое пре-
вращение и разрыв растворителя в связанном состоянии 
с парафиновой основой, Дж/кг, найденная опытным пу-
тем; ρ — плотность раствора, кг/м3; cV — объемная те-
плоемкость композиции, Дж/ (м3·К).

Решением соотношения (1) при заданных условиях 
на границе фазового раздела будет функционал T = f (Cп, x). 
Для упрощения процедуры взятия производной при реше-
нии модели величина Сг была заменена концентрацией па-
рафина в растворе Cп, учитывая формулу их связи Cп = 1 – Сг.

Граничные условия 2-го рода для теплообмена на по-
верхности гексанового раствора, контактирующего с те-
плоносителем, связаны зависимостью:
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где α — коэффициент теплоотдачи, Вт/ (м2·К); Тс. а — тем-
пература теплоносителя при заданном давлении в каме-
ре, К; Тм — температура пленочной основы, К.

Граничные условия 1-го рода при контакте исследу-
емого раствора с начальной температурой Т = 313 К, стре-
мящейся экспоненциально к температуре Тм, более на-
гретой рабочей поверхности пленочной основы, опреде-
ляются следующим образом:

 T е C C
м

п.нач п= � �353 5( ),  (3)

где Cп. нач — исходная и Cп — текущая доли парафина 
в растворе, кг/кг.

Данные по определению влияния на параметры из-
учаемой композиции варьируемых факторов, предвари-
тельно полученные авторами, дают возможность решить 
адаптированную к объекту изучения модель с приемлемой 
погрешностью. В примененном методе конечных разно-
стей функционалы в определенном ареале заменяются 
на сетчатый вектор, на котором операторы дифференци-
рования представляются в сетчатой области как конечные 
разности, то есть разностные аналоги [2, 12, 13].

Метод сеток или конечных разностей известен еще 
из работ Эйлера, но реальное его применение для реше-
ния задач математической физики началось с появлением 
быстродействующих компьютеров.

При таком подходе производные аппроксимируют-
ся в определенной последовательности [2]:

1. Создание в исследуемом ареале сетки с n узлами.
2. В заданной координатной сетке представляем 

производные, как конечные разности, трансформируя 
функциональное соотношение в разностную форму.

Рис. 1. Сетчатый ареал
Fig. 1 Reticulated frame

3. Трансформированное соотношение используем 
для численной связи близлежащих узловых точек.

Для нашего случая приемлемо разделение на сетку 
х–с прямоугольного ареала, что проиллюстрировано 
на рис. 1. При трансформации в ряд Тейлора функции, 
зависящей от 2-х независимых варьируемых факторов, 
имеется возможность частную производную заменить 
на центрально разностное соотношение:
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где h — шаг по x от точки i.
Представим t (xi+h, cj) в виде ti+1, j и при разложении 

в ряд получим:
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где τ — шаг по с от точки j, а ti, m — значение функции 
в узлах близ центральной ti, j.

Обозначим нахождение коэффициентов при ti, m и ti, j 
в форме вычислительных шаблонных диаграмм, обуслов-
ливающих вклад узлов в обозначенную производную. 
Ячейки сеточного ареала не должны быть лишь квадрат-
ными, они формируются и для h ≠ τ. Складывание про-
изводных осуществляют посредством шаблонной супер-
позиции (рис. 2) и при процедуре применения конкрет-
ного шаблона в каждом из n узлов получаем систему n 
линейных соотношений.
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Рис. 2. Расчетные шаблоны
Fig. 2. Patterns for calculations
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В процессе решении соотношения 2-го порядка, как 
в варианте уравнении переноса тепловой энергии реали-
зуют как явные, так и неявные расчетные схемы, а также 
схематические решения с повышенной степенью аппрок-
симации. Явная схематическая организация имеет отно-
сительно простую реализацию, но они будут стабильны-
ми при γ = τ/h2 ≤ 0,5. Их считают условно стабильными 
при незначительном h. При этом перемещение решения 
yi

j  будет малозначимым по причине лимита γ сверху 
по оси c, что обусловливает существенное увеличение 
расчетных процедур в полупространстве. Остальные 
схематические формы обладают безусловной стабильно-
стью при любом шаге по x и c. Как правило, при одно-
мерной задаче предпочитают неявные схематические 
формы.

В одномерном варианте уравнение в частных про-
изводных 2-го выглядит следующим образом:
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Причем в отдельных случаях для теплообменных 
процедур, слагаемые b (x, c, t) и c (x, c, t) можно обнулить.
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где поставлены определенные ограничения: функции 
a (x, c), b (x, c), c (x, c), f (x, c), ω1 (α, c), ω2 (β, c), ρ1 (α, c),  
ρ2 (β, c), φ1 (c), φ2 (c) — являются непрерывными в рас-
сматриваемой области, при этом
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Разностная сетка в области D имеет вид:
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где N, N0 — число шагов по x и c.
Для любого узла сетки d th  одномерному соотноше-

нию 2-го порядка отвечает разностное соотношение:
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со вторым порядком аппроксимации, т. е. y t= +0 2 2( ),h  
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y
y y

y
y y

h

y
y y

t
i
k

i
k

x
k i

k
i
k

xx
k i

k
i
k

=
�

=
�

=
�

+
+ +

+
�
+

+ +
+ +

1
1 1

1
1
1

1 1
1

2

2

t
; ;

11
1
1

2
+ �

+y

h
i
k

.

Состояние на границе изучаемого ареала описыва-
ется с погрешностью до 0 (h2):
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Трансформируем разностное соотношение в индекс-
ную форму:
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i = 1, 2,…N–1; k = 0, 1,…N0–1.
Для границы сетки имеем:
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Или для рассматриваемого случая, используя 2-х 
точечный шаблон, получаем:
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При этом подобно получим соотношения и для 

строчки (k + 1). На каждой строке k соотношение решаем 
прогонным способом.

Последовательность решения уравнения по неявной 
расчетной схеме будет следующей:

1. Вычисляем:
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2. На любой строке k = 0, 1… N0 – 1 определяем по ре-
куррентным выражениям коэффициенты прогонки:
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3. Рассчитываем величины:
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и таким образом действуем пока не пройдем определен-
ное количество шагов по c.

Опираясь на граничные условия ареала, получаем:
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В варианте, когда на конкретной глубине x слоя вы-
сотой l источник тепла в объеме слоя незначителен  
ωV (l) < ωV (l) min = 10m (Вт/м3), его включают в граничное 
условие, принимая, что ωV (xi) > ωV (0). При условии, что 
ωV (xi) > ωV (xi) min, то ωV (xi) включается в само соотноше-
ние для трансфера тепловой энергии.

Для достижения поставленной цели необходимо 
определить функции a (x, c), b (x, c), c (x, c), f (x, c), ω1 (α, c), 
ω2 (β, c), ρ1 (α, c), ρ2 (β, c), φ1 (c), φ2 (c) и краевые условия.

Искомое уравнение решено посредством программ-
ного продукта Mathcad Professional при определенных 
технологических ограничениях. В результате решения 
найдена интенсивность продвижения температурного 
фронта по высоте пленки гексанопарафиновой компози-
ции при варьировании доли парафина в процессе ее кон-
центрирования при конвективном подводе к ней тепловой 
энергии. Как уже отмечалось, все входящие в вышепри-
веденные уравнения параметры были определены авто-
рами в предыдущих исследованиях.

Результаты и их обсуждение
На рис. 3, 4 и 5 приведена интенсивность трансфера 

температурного фронта по глубине слоя композиции 
и доле парафина в ней, полученная в результате решения 
математической модели (1) при граничных условиях (2) 
и (3) посредством вышеописанного алгоритма, включа-
ющего формулы (4…16), варьируемой в течении операции 
для слоя концентрируемого раствора 1,5 мм, с темпера-
турами пленочной основы 40 °С, 60 °С и 70 °С.

Из полученных трехмерных графиков видно, что 
при любой концентрации парафина в растворе существу-

Рис. 3. Трансформация полей температур в течение процесса 
концентрирования гексанового раствора, толщиной 1,5 мм 
и температурой пленочной основы 40 °С: а — графическая 
интерпретация; б — численный результат решения модели
Fig. 3. Temperature filed transformations during concentrating 

hexane solution, with the thickness being1.5 mm and 
the temperature of the film base being 40 °С: а — graphic 
interpretation; б — numerical result of solving the model

ют температурные перепады, вследствие инерционности 
переноса тепловой энергии по объему объекта исследо-
вания. Анализ результатов решения математической мо-
дели конвекционного концентрирования гексанового 
раствора показал, что наиболее рациональным условием 
проведения этого процесса является 2-ой вариант, при 
котором температура пленочной основы предварительно 
нагрета до 60°С. Более наглядно это видно на рис. 6.

Как видно из рис. 6 рассчитанное распределение 
среднеобъемной температуры в течение всего процес-
са находится в необходимом температурном интервале 
60…65 °С, необходимом для сохранения парафинового 
материала в расплавленном состоянии. Из этого сле-
дует, что рекомендованные режимные параметры при 
реализации концентрирования гексанопарафиновой 
композиции при конвективном подводе тепловой энер-
гии могут быть использованы для практического вне-
дрения при выработке водоотталкивающих пищевых 
упаковок.

заключение
Таким образом, адаптирована к полученному рас-

твору и решена математическая модель тепломассопере-
носа при его концентрировании для исключения вероят-
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Рис. 5. Трансформация полей температур в течение процесса 
концентрирования гексанового раствора, толщиной 1,5 мм 
и температурой пленочной основы 70 °С: а — графическая 
интерпретация; б — численный результат решения модели
Fig. 5. Temperature filed transformations during concentrating 

hexane solution, with the thickness being1.5 mm and 
the temperature of the film base being 70 °С: а — graphic 
interpretation; б — numerical result of solving the model

Рис. 4. Трансформация полей температур в течение процесса 
концентрирования гексанового раствора, толщиной 1,5 мм 
и температурой пленочной основы 60 °С: а — графическая 
интерпретация; б — численный результат решения модели
Fig. 4. Temperature filed transformations during concentrating 

hexane solution, with the thickness being1.5 mm and 
the temperature of the film base being 60 °С: а — graphic 
interpretation; б — numerical result of solving the model

Рис. 6. Изменение температуры гексанового раствора в течение процесса его концентрирования, толщиной 1,5 мм  
и температурой пленочной основы 60 °С

Fig. 6. Changes of hexane solution temperature during its concentrating, with the thickness being1.5 mm  
and the temperature of the film base being 60 °С

ности снижения величины его температуры ниже значе-
ния возможной предварительной кристаллизации. По-
лученные данные и зависимости адекватны опытным 
результатам, что обусловлено статистической обработкой 
замеров и приводят к заключению о том, что выбранные 
рациональные режимы концентрирования не приводят 

к нарушению температурных ограничений. Кроме того, 
они не входят в конфликт с известными результатами 
других исследователей, подтверждены эксперименталь-
но и следственно могут успешно применяются для опе-
ративного расчета и проектировании обозначенных про-
цессов и агрегатов.
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XIII Международная 

специализированная выставка 

                  4 – 7 октября 2022 г. 
Уникальный отраслевой проект, способствующий комплексному решению проблем энергетики                                             
в промышленности и ЖКХ, инфраструктурного развития территорий, энерго- и экологической безопасности. 
 

Тематики выставки: 
 Энергоэффективность и энергосбережение при транспортировке энергетических ресурсов и выработке тепловой        

и электрической энергии.  
 Энергосберегающие технологии в инженерных системах промышленных предприятий, зданий и сооружений.  
 Энергоэффективные оборудование, устройства, изделия и материалы.  
 Ресурсосберегающее ведение строительно-монтажных работ.  
 Обеспечение безопасности при транспортировке, хранении и использовании топливно-энергетических ресурсов. 

Промышленная безопасность и экология.  
 Учет и мониторинг энергосбережения и потребления топливно-энергетических ресурсов.  
 Автоматизированные системы управления технологическими процессами в промышленности, энергетике и в сфере 

потребления ТЭР.  
 Диагностика. Неразрушающий контроль.  
 Возобновляемые источники энергии (ВИЭ).  
 Альтернативные источники энергии (АИЭ).  
 Переработка и утилизация промышленных и бытовых отходов.  
 Светотехника.  

 

Место проведения:  
Санкт-Петербург, Петербургское шоссе, 64/1, КВЦ "Экспофорум"  
Бесплатный трансферный автобус от станции метро "Московская" 
 

Организатор выставки: 
ООО "ФАРЭКСПО" 
https://energysaving-expo.ru/ 
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