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Работа посвящена вопросам нестационарного теплопереноса. Тем самым поставленная задача относится 
к процессам, в которых состояние тела стремится к тепловому равновесию. В статье приведено решение 
распределения температурного поля в бесконечной прямоугольной пластине с адиабатически изолированной 
стороной. Теплообмен на одной поверхности пластины происходит при граничных условиях третьего рода, 
на другой поверхности теплообмена нет. Из-за чего задача является несимметричной. Решение находилось 
с помощью применения методов Фурье и графического метода. В результате получено аналитическое выра-
жение распределения температуры пластины в виде ряда, содержащего тригонометрические и экспоненци-
альные функции. Также в работе были рассмотрены и проиллюстрированы частные случаи, когда внутреннее 
термическое сопротивление теплопроводности больше и когда меньше внешнего сопротивления теплоотдачи. 
Частные случаи были интерпретированы физически. Один из частных случаев приводит поставленную задачу 
к задаче с граничными условиями первого рода, когда температура поверхности постоянна, что говорит о до-
стоверности полученных результатов.
Ключевые слова: теплообмен, температурное поле, прямоугольная пластина, нестационарная теплопроводность, ме-
тод Фурье, графический метод, граничные условия третьего рода.
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The article concerns the issue of non-stationary heat transfer. Thus, the issue of the research lies in the field of processes 
in which the state of the body tends to thermal equilibrium. The article presents a solution for the distribution of temperature 
field in an infinite rectangular plate with adiabatically isolated side wall. Heat transfer on the one side of the plate takes place 
under boundary conditions of the third kind and it does not take place on the other side. Due to the reason the task is non-
symmetrical. The solution was found by the Fournier method and graphical method. As a result, we obtained an analytical 
expression for the distribution of plate temperature in expanded form with trigonometric and exponential functions. In 
addition, special cases, when internal thermal resistance of thermal conductivity was more or less of the external resistance 
of heat transfer, were considered and exemplified in the article. The special cases were interpreted in terms of physics. One 
of the cases reduces the task to the one with boundary conditions of the first kind, when the temperature of the surface is 
constant, which proves the validity of the results obtained.
Keywords: heat exchange, temperature field, rectangular plate, non-stationary heat transfer, the Fournier method, graphical 
method, boundary conditions of the third kind.
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Введение
Как известно процессы теплообмена играют исклю-

чительную роль, как в природе, так и в технике. Что об-
условлено потребностями теплоэнергетики, атомной 
энергетики, космонавтики. Также это связано с тем, что 
от них зависит протекание рабочего процесса в самых 
разных установках.

Создание оптимальных с точки зрения энергозатрат 
установок, на сегодняшний день немыслимо без глубо-
кого изучения теплофизических процессов, которые 
имеют место в этих установках.

Изучению теплообменных процессов посвящен вну-
шительный пласт работ. В частности, особый научный 
интерес представляют работы, описывающие нестаци-
онарный теплообмен в современных теплообменных 
элементах теплообменного оборудования [1]–[8].

Отдельно можно выделить нестационарные задачи 
теплопроводности. Такие процессы часто встречаются 
при охлаждении продуктов в холодильниках, нагревании 
и охлаждении обрабатываемых заготовок и изделий 
в технологических процессах, обжиге кирпича, вулка-
низации резины, пуске и останове энергетических и хо-
лодильных агрегатов и т. п.

Известно, что распространение тепла в твердых телах 
описывается системой дифференциальных уравнений те-
плопроводности. Нахождение решения задач такого клас-
са связано со множеством математических трудностей. 
При этом существуют различные методы решения клас-
сических краевых задач нестационарной теплопроводно-
сти и задач обобщенного типа: метод произведения реше-
ний, метод разделения переменных (метод Фурье), метод 
интегральных преобразований, метод продолжений, метод 
функции Грина, операционный метод и метод источников 
[9]–[13]. В частности, для нестационарной и стационарной 
теплопроводности применяют метод Дюамеля.

Актуальность данной статьи заключается в том, что 
полученные результаты работы могут быть применимы-
ми для решения достаточно значимых научно-практи-
ческих задач.

Целью данной работы является найти уравнение, 
описывающее температурное поле бесконечной прямо-
угольной пластины с адиабатически изолированной сто-
роной при граничных условиях третьего рода. Задачами 
исследования были исследование имеющихся работ 
в данной области, а также изучение основных методов 
решения подобных задач.

Научная новизна исследования заключается в том, 
что данная работа отличается от результатов, получен-
ных другими авторами тем, что задача является несим-
метричной.

В работе рассмотрен случай адиабатически изоли-
рованной стенки. Что приводит к тому, что задача явля-

ется несимметричной. Вопросам расчета температурных 
полей при наличии адиабатической изоляции посвящено 
несколько работ [14]–[15]. Решение несимметричных за-
дач имеют весьма сложный и громоздкий окончательный 
результат, практические применения которых связано 
с большими трудностями. Большинство решений, встре-
чающихся в литературе, получены для так называемых 
симметричных условий теплообмена, когда максималь-
ная (минимальная) температура системы находится в ге-
ометрическом центре тела. В данном работе с помощью 
применения метода разделения переменных была реше-
на нестационарная задача распределения температуры 
в неограниченной пластине при граничных условиях 
третьего рода. В результате получено довольно простое 
аналитическое решение распределения температурного 
поля. При этом было допущено, что теплофизические 
характеристики вещества не меняются в процессе ох-
лаждения.

Постановка задачи
Рассмотрим однородную пластину толщиной δ с по-

стоянными физическими характеристиками (рис. 1). При 
этом в начальный момент времени t = 0 температура 
в пластине распределена равномерно и равна To. Затем 
пластину помещают в среду с постоянной температурой 
Tокр < To. При этом теплообмен на одной поверхностях 
пластины происходит при α = const, на другой поверхно-
сти теплообмена нет. Необходимо найти закон распре-
деления температурного поля в пластине в виде следу-
ющей функции: T = f (x, t).

Основной задачей данной работы является нахож-
дение распределения температуры в пластине бесконеч-
ной длины, при этом изменение температуры в ней учи-

Рис. 1. Прямоугольная пластина с адиабатически изолирован-
ной стенкой и заданной температурой на другой стенке

Fig. 1. Rrectangular plate with adiabatically isolated side wall 
and predetermined temperature on the other side wall
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тывается только по одной координате (по оси х). Охлаж-
дение пластины происходит под действием конвектив-
ного теплообмена, подчиняющегося закону Ньютона

 � ¶
¶

=l aT
x

T .  (1)

Для нахождения решения задачи необходимо решить 
одномерное дифференциальное уравнение теплопрово-
дности
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= Ч ¶
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Решение задачи

Для начала введем новую переменную

 t l
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c
t.  (6)

В этом случае уравнение (2) упростится

 ¶
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= ¶
¶

T T
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2 .  (7)

Будем искать решение в виде произведения двух 
функций: одна из которых X (х) — функция координаты, 
другая — Y (τ) — функция времени.

 T x X x Y( , ) ( ) ( ).t t=  (8)

Для нахождения решения воспользуемся методом 
разделения переменных

 ўў = � ўўX
X

Y
Y

.  (9)

Применяя метод Фурье, приравняем обе функции 
к постоянной k2. В результате этого действия получим 
линейные дифференциальные уравнения

 ўў + =X k X2 0 , (10)

 ўў + =Y k Y2 0 . (11)
На вид уравнения одинаковые, но их решения будут 

отличаться. Решение уравнения (7) будем находить в виде 
тригонометрических функций

 X x A kx B kx( ) cos sin .= +  (12)

Решение второго уравнения (8) находим в виде экс-
поненциальной функции

 Y x C e k( ) .= Ч � 2t  (13)
Найдем постоянные А, В, С, и X так, чтобы удовлет-

ворить граничным условиям (4) и (5). Из условия (4) сле-
дует что
 ў + =X hX( ) ( ) ,d d 0  (14)

а из условия (5) следует что
 ў =X ( ) .0 0  (15)

Сначала воспользуемся условием (15)

 � Ч + Ч =A k B ksin cos .0 0 0  (16)

Из него следует, что B = 0. Тогда решение уравнения 
(7) будем находить в следующем виде:

 X x A kx( ) cos .=  (17)

Теперь применим второе граничное условие (14)
 � Ч + Ч =A k k A h ksin cos .d d 0  (18)

Откуда

 ctgk k
h

d = .  (19)

Преобразуем правую часть
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d d
d

= .  (20)

Обозначим произведение kδ за μ, тогда выражение 
(20) примет вид

 ctg
Bi

m m= ,  (21)
где

 Bi = =d ad
l

h  (22)

безразмерное число Био [16].
Само уравнение (21) с постоянными коэффициента-

ми является характеристическим или трансцендентным 
(не алгебраическим), поэтому оно имеет бесчисленное 
множество решений. Далее в целях упрощения самого 
решения воспользуемся графическим методом. Для это-
го введем обозначения ctg (μ) = y1, a μ/Вi = y2. График у1 
представляет собой котангенсоиду, являющуюся пери-
одической функцией с периодом π. График у2 — прямая, 
тангенс угла наклона которой к абсциссе равен 1/Вi. Пе-

Рис. 2. Определение корней характеристического уравнения 
графическим способом

Fig. 2. Finding roots for characteristic equation by graphical 
method

Рис. 2. Определение корней характеристического уравнения графическим способом

Fig. 2. Finding roots for characteristic equation by graphical method
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Чтобы удовлетворить граничному условию (3), составим бесконечную 
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и подберем коэффициенты Mn таким образом, чтобы ряд при х → a

сходился к начальному условию

0
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ресечения этих графиков дадут значения. Далее постро-
им графики данных функций, как это показано на рис. 2.

Как видно из графика, уравнение (21) имеет корни 
μn, которые называются собственными числами, зависят 
от порядкового номера n и числа Вi. При Вi = 0 прямая 
у2 = μ/Вi совпадает с осью ординат, тогда μ1 = 0; μ2 = π,…, 
μn = (n — 1) π. При Вi → ∞ прямая у = μ/Вi совпадает с осью 
абсцисс, тогда корни уравнения (21) будут равны μ1 = π/2; 
μ2 = 3π/2,.., μn = (2n — 1) π/2.

Таким образом, получим множество функций, удов-
летворяющих граничному условию (14)
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подставляя (23) и (13) в (8), получим множество функций 
температуры
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Чтобы удовлетворить граничному условию (3), со-
ставим бесконечную сумму
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и подберем коэффициенты Mn таким образом, чтобы ряд 
при х → a сходился к начальному условию
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Поэтому необходимо положить числа Mn, равными 
обобщенным коэффициентам Фурье
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Подставляя теперь значения Mn в (25), получаем 
формулу для определения температурного поля в несим-
метрично охлаждаемой однородной пластине

 T x T x en

n n n

n a

n

n

( , ) sin
sin cos

cos .t
m

m m m
m
d

m
t

=
+

ж
из

ц
шч

�ж
из

ц
шче 0

2
2

 (28)

В безразмерной форме уравнение (28) запишется как
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где
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критерий Фурье.

Анализ полученного решения
Так как cos (μnx/δ) — величина ограниченная, а exp 

(–μn
2Fo) — величина быстро убывающая, то в так называемой 

области с регулярным тепловым режимом (при Fo ≥ 0,25) ряд 
становится быстро сходящимся и может быть заменен толь-
ко первым членом. В этом случае выражение (29) примет

 q m
d

m= ж
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ц
шч

�N x en
Fcos .1 2
1 0  (31)

Проведем исследование поведения температурного 
поля пластины при различных значениях Bi. Сначала 
рассмотрим случай малых значений числа Bi. Для малых 
µ характеристическое уравнение примет вид
 m2 = Bi.  (32)

В этом случае температура пластины по толщине 
распределяется равномерно и в безразмерном виде ее 
можно определить по формуле

 q
d

= ж
из

ц
шч

� Чcos .Bi Bi Fox e  (33)

В пределе (Bi → 0) значение косинуса равно 1, тогда 
температурное поле примет вид
 q = � Чe Bi Fo . (34)

Отсюда следует, что выражение (34) не зависит от Х. 
Это означает, что температурное поле меняется во вре-
мени по экспоненциальному закону.

В случае, когда число Bi стремится к бесконечности 
означает, что интенсивность внешнего теплообмена бес-
конечно велика. Что приводит к тому, что температура 
поверхности пластины равна температуре окружающей 
среды. В этом случае получаем задачу с граничными 
условиями первого рода, когда температура поверхности 
постоянна.

Распределение температуры в различное время при 
разных значениях числа Bi приведено на рис. 3.

Заключение
1. В настоящей работе было получено аналитиче-

ское выражение для нахождения температурного поля 
в пластине бесконечной длины с адиабатически изоли-
рованной стороной при граничных условиях третьего 
рода.

2. Согласно полученному аналитическому выраже-
нию температурное поле пластины при охлаждении 
в любой момент времени имеет вид несимметричной 
кривой в виде косинусоиды и уменьшается во времени 

Рис. 3. Изменение температурного поля пластины при охлаж-
дении при условии Bi → ∞ и Bi → 0

Fig. 3. The changes of plate temperature filed on cooling under 
the conditions Bi → ∞ and Bi → 0
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Заключение

1. В настоящей работе было получено аналитическое выражение для 
нахождения температурного поля в пластине бесконечной длины с 
адиабатически изолированной стороной при граничных условиях третьего рода.
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по экспоненциальному закону. Также были рассмотрены 
частные случаи. Для этого полученное решение было 
исследовано при малых и больших значениях числа Био. 
Достоверность результатов подтверждается тем, что один 
из частных случаев приводит поставленную задачу к за-
даче с граничными условиями первого рода, когда тем-
пература поверхности постоянна.

3. Полученный результат имеет как теоретическое, 
так и практическое применение. Он может быть полезен, 
как для дальнейшего исследования в области нестацио-
нарных несимметричных задачах по теплопроводности, 
так и для инженерных расчетов холодильного оборудо-
вания. В дальнейшем результаты исследования могут 
быть применимы к решению более сложных задач.
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Памяти Людмилы Дмитриевны Акимовой 
академика Международной академии холода

12 сентября 2022 г., 
на 94 году жизни ушла от нас 
замечательная женщина, оба-
ятельная, интеллигентная, 
умная, профессионал высоко-
го уровня, выдающийся энту-
зиаст своего дела, посвятив-
ший большую часть своей 
жизни издательской деятель-
ности в области холодильной 
индустрии — Людмила Дми-
триевна Акимова.

С 1985 г. Людмила Дми-
триевна — главный редактор всемирно известного жур-
нала «Холодильная техника», а c 1996 г. учредителем 
журнала являлся ее «Издательский дом «Холодильная 
техника». Благодаря ее неутомимой энергии, пониманию 
роли холода в развитии современной цивилизации жур-
нал «Холодильная техника» стал авторитетным и, 
без преувеличения, исключительно востребованным 

изданием для научных и инженерно-технических работ-
ников в области техники и технологий искусственного 
холода. На публикациях этого журнала выросли целые 
поколения отечественных холодильщиков.

Она была буквально влюблена в холодильное дело 
и горела неиссякаемой энергией и новыми идеями.

Людмила Дмитриевна стояла у истоков Обще-
ственной организации «Международная академия хо-
лода», журнала «Вестник Международной академии 
холода», учрежденного академией в 1998 г., являлась 
членом Президиума академии, более 20 лет — заме-
стителем главного редактора журнала «Вестник Меж-
дународной академии холода». Неоценим ее вклад 
в становление данного издания. Уход из жизни этого 
выдающегося человека — тяжелая утрата для всех тех, 
кому посчастливилось работать и встречаться с Люд-
милой Дмитри евной.

Холодильщики России и других стран всегда будут 
благодарны ей за ее просветительскую деятельность.

Светлая память Людмиле Дмитриевне Акимовой.

Президент Международной академии холода,
главный редактор журнала «Вестник МАХ»
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