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Теплообмен между нагревательным элементом 
цилиндрической формы и его оболочкой при граничных 

условиях четвертого рода
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В статье рассматривается вопрос о нахождении температурного поля нагревательного элемента, изготов-
ленного в виде цилиндра, заключенного в оболочку тоже цилиндрической формы. При этом предполагается, что 
тепловой контакт между в системе твердое тело — покрытие является идеальным. В этом случае теплообмен 
происходит при граничных условиях третьего и четвертого рода. В настоящей работе на основе методов диф-
ференцирования и интегрирования было получено решение задачи о распределении температурного поля в обоих 
телах. Полученное решение имеет аналитический вид, содержащий квадратичные и логарифмические функции. 
На основании полученного выражения были найдены для данного случая линейный коэффициент теплопередачи 
и линейное термическое сопротивление. Достоверность полученного результата подтверждается тем, что 
один из частных случаев приводит поставленную задачу к задаче с граничными условиями первого рода, когда 
температура поверхности постоянна.
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The work is devoted to the issues of stationary heat transfer. In this article, the question of finding the temperature field 
of a heating element made in the form of a cylinder enclosed in a shell of the same cylindrical shape is considered. It 
is assumed that the thermal contact between the solid-coating system is ideal. In this case, heat exchange occurs under 
boundary conditions of the third and fourth kinds. In this paper, based on the methods of differentiation and integration, 
a solution was obtained to the problem of the distribution of the temperature field in both bodies. The resulting solution 
has an analytical form containing quadratic and logarithmic functions. Based on the obtained expression, a linear heat 
transfer coefficient and linear thermal resistance were found for this case. The reliability of the obtained result is confirmed 
by the fact that one of the special cases leads the problem to a problem with boundary conditions of the first kind, when 
the surface temperature is constant.
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Введение
Быстрое развитие методов численного анализа по-

зволило значительно расширить границы исследования 
процессов переноса в сложных системах теплообмена. 
При этом актуальным остается аналитический метод 
нахождения решения. Так как практика конструирования 
и моделирования сложных элементов теплообменников 
показывает, что применение аналитических методов ре-
шения прикладных задач зачастую дает более ценные 
результаты для качественного анализам поведения систем 
и оптимизации режимов их эксплуатации.

В приложениях математической теории теплопро-
водности важное место занимает сравнительно новый 
класс обобщённых краевых задач, определяющих тем-
пературное состояние нагревательных элементов [1]. 
В технических приложениях часто возникает потребность 
расчета изменения температуры в стенке полого цилин-
дра, охлаждаемого изнутри стационарным потоком и пе-
риодически подвергаемого снаружи нагреву и охлажде-
нию. Отдельно можно выделить нагревательные элемен-
ты, выполненные в виде цилиндра. Такие элементы име-
ют большую механическую прочность и  широко 
применяются в теплообменниках [2]–[16]. Сами нагре-
вательные элементы могут быть как электрическими, так 
и в их роли могут выступать тепловыделяющие элемен-
ты ядерного реактора [17]–[19].

Актуальность данной статьи заключается в том, что 
что полученные результаты работы могут быть приме-
нимыми для повышения интенсификации процессов те-
плообмена нагревательных элементов.

Целью данной работы является нахождение темпе-
ратуры нагревательного элемента имеющего вид цилин-
дра, а также поля оболочки тоже цилиндрической формы, 
окружающей элемент при граничных условиях четвёр-
того рода. Задачами исследования были анализ публи-
каций в данной области, а также изучение численных 
методов решения.

Научная новизна исследования заключается в том, 
что в работе рассмотрен теплообмен при граничных ус-
ловиях четвертого рода, который в литературе встреча-
ется редко.

Граничные условия четвертого рода задают условия 
теплообмена на границе так называемого идеального кон-
такта двух тел. При этом сами тела могут состоять из раз-
ного рода веществ с разными физическими свойствами. 
Поэтому они моделируют идеальный тепловой контакт 
между плотно соприкасающимися телами. Такой контакт 
имеет довольно простой физический смысл: какое количе-
ство тепла подводится из глубины первого тела к его гра-
нице, такое же количество тепла отводится в глубь второ-
го тела. В данном работе на основе методов дифференци-
рования и интегрирования была решена задача по тепло-
обмену между нагревательным элементом цилиндрической 
формы и его оболочкой при граничных условиях третьего 
и четвертого рода. В результате получено законы измене-
ния температурных полей в обоих телах.

Постановка задачи
Основной задачей данной работы является нахож-

дение распределения температурного поля нагреватель-
ного элемента имеющего вид цилиндра, а также поля 

оболочки тоже цилиндрической формы, окружающей 
элемент при граничных условиях четвертого рода (рис. 1). 
При этом теплообмен на внешней стороне самой оболоч-
ки происходит при граничном условии третьего рода. 
Необходимо найти не только законы распределения тем-
пературных полей нагревательного элемента и оболочки 
при заданных краевых условиях, но и определить для 
данного случая линейный коэффициент теплопередачи 
и линейное термическое сопротивление.

Уравнение теплопроводности для данного случая 
примет следующий вид

	 �T
qv� �
�1

0, � (1)
где λ1 — коэффициент теплопроводности материала, 
из которого выполнен нагревательный элемент.

Также в силу симметрии в нем отсутствует тепловой 
поток в центре
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Температурное поле оболочки описывается следу-
ющим уравнением
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где λ2 — коэффициент теплопроводности материала, 
из которого изготовлена оболочка. При этом при тепло-
обмене граничные условия являются граничными усло-
виями четвёртого рода. В этом случае температуры со-
прикасающихся поверхностей одинаковы
	 T T

r R r R1 2
1 1= =
= ,� (4)

где T1 и T2 — температуры нагревательного элемента 
и оболочки соответственно. А также должны быть оди-
наковы тепловые потоки на границе их раздела
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Также на задано граничное условия третьего рода: 
на поверхности оболочки происходит конвективный те-
плообмен с воздушной средой
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где T0 — температура окружающей среды.

Рис. 1. Нагревательный элемент в оболочке
Fig. 1. Heating element in a shell
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Решение задачи
Для удобства и дальнейших вычислений перейдем 

к цилиндрической системе координат. Тогда формула (2) 
примет вид
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Воспользуемся методом разделения переменных
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Далее проинтегрируем обе части уравнения
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и воспользуемся методом разделения переменных:
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При интегрировании получим квадратичный закон 
изменения температуры нагревательного элемента
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Здесь постоянная C1 = 0 в силу конечности функции.
Поэтому
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Проинтегрируем выражение (3)
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Повторно интегрируя, получим

	 T
C

r C2
3

4� �
�

ln .� (14)
Постоянную C2 найдем из граничного условия чет-

вертого рода (5)
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откуда постоянная C3 равна
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Тогда температура T2 равна
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Далее воспользуемся граничным условием (4)
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Постоянную C4 найдем из граничного условия треть-
его рода (6). Подставляя выражение (17) в уравнение (6), 
получим
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откуда постоянная C4 равна
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При подстановке этого выражения в уравнение (17) 
найдем постоянную C2:
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Тогда выражение для определения температурного 
поля нагревательного элемента примет вид
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а для оболочки
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Как следует из выражения (23), температура нагре-
вательного элемента меняется по параболическому зако-
ну в сторону уменьшения от центра. Из второго полу-
ченного выражения (24) следует, что поле уменьшается 
по логарифмическому закону. Результирующее поле си-
стемы показано на рис. 2.

Для удобства дальнейших рассуждений введем ли-
нейную плотность теплового потока

	 q
Q

li = � (25)
где Q — тепловой поток, Вт; l — длина цилиндрической 
стенки, м.

Так как в работе использовалась объемная плотность 
теплового потока, то сначала найдем формулу перехода 
к линейной плотности
	 q r qi v� � 2 . � (26)

На основании графика поведения температурного 
поля можно определить линейный коэффициент тепло-
передачи через оболочку
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Рис. 2. График поведения температурного поля
Fig. 2. Temperature field variation
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и линейное термическое сопротивление соответственно
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Проведем исследование поведения температурного 
поля для случая, когда отсутствует нагрев. При qv = 0 
уравнения (23) и (24) примут вид
	 T T T1 2 0= = .� (25)

Это приводит к тому, что температура нагреватель-
ного элемента и оболочки равна температуре окружаю-
щей среды. То есть получаем задачу с граничными усло-
виями первого рода [20].

Выводы
1. В настоящей работе было приведено анали-

тическое решение задачи о распределении темпера-

туры нагревательного элемента, изготовленного 
в виде цилиндра, и температуры самой оболочки, 
облегающей элемент при граничных условиях чет-
вертого рода.

2. На основе применения численных методов 
было найдено аналитическое выражение для нахож-
дения температурного поля нагревательного элемен-
та и облегающей его оболочки в виде выражения, 
содержащего содержит квадратичные и логарифми-
ческие функции. Также был рассмотрен частный 
случай. Достоверность полученных результатов ра-
боты подтверждается тем, что частный случай сво-
дит поставленную задачу к случаю, когда теплооб-
мена нет.

3. Полученный результат может быть применен для 
интенсификации процессов теплопередачи в тепловых 
сетях.
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