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Наиболее достоверно деформационное состояние льда определяется с помощью диаграмм напряжения. Раз-
работаны аналитические модели для диаграмм напряжения. В классе аналитических функций основная рео-
логическая модель диаграммы напряжений представлена полиноминальной зависимостью. Более компактная 
эмпирическая зависимость описывается логарифмической функцией. Обе модели сведены и к безразмерному виду. 
Приводятся элементы математического анализа полученных функций напряжений. Показано, что для одного 
вида деформации диаграммы напряжения обладают свойствами аффинности. Установлено, что диаграммы 
напряжений льда одинаковой структуры и вида деформации в безразмерной форме будут едиными при низких 
температурах с постоянным отношением его упругих модулей. На базе термодинамически обратимых процессов 
предложен теоретический способ прогнозирования диаграммы при растяжении льда пересчетом с аналогичной 
при его сжатии. Получены графические и аналитические зависимости для безразмерных характеристик искомой 
диаграммы. Анализ результатов пересчета диаграмм позволил определить значения отношений предельных 
деформаций льда при растяжении к аналогичным в случае его сжатия.
Ключевые слова: диаграммы напряжения, сжатие, растяжение льда, свойство аффинности, прогнозирование диа-
граммы растяжения.
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The deformation of ice is most reliably determined using stress diagrams. Analytical models for stress diagrams have 
been developed. In the class of analytical functions, the main rheological model of the stress diagram is represented by 
a polynomial dependency. A more compact empirical dependency is described by a logarithmic function. Both models are 
reduced to dimensionless form. The elements of mathematical analysis for the obtained stress functions are presented. It is 
shown that for one of the deformation types, stress diagrams have affinity properties. It has been established that the stress 
diagrams of ice of the same structure and type of deformation in a dimensionless form is be uniform at low temperatures 
with a constant ratio of its elastic moduli. On the basis of thermodynamically reversible processes, a theoretical method is 
proposed for predicting the diagram when ice is stretched by recalculating it with a similar diagram when it is compressed. 
Graphical and analytical dependencies for the dimensionless characteristics of the desired diagram are obtained. Analysis 
of the results of recalculation for the diagrams allowed to determine the values for the ratio of the maximum deformations 
of ice during tension to similar ones in the case of its compression.
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Введение
Механическое воздействие судов, гидротехнических 

сооружений, вертикальных нагрузок на лед требует зна-
ния особенностей его поведения за весь цикл нагружения. 
По толщине льда наблюдается изменение структуры, 
температуры [1] и значительный градиент солености [2] 
у морского льда, поэтому изучать поведение льда в целом 
под нагрузкой малоперспективно.

Наиболее часто в качестве реологической модели 
применяют закон Гука для чисто упругих тел или его 
модификации. В связи с этим, в описании свойств льда 
ограничиваются конечными характеристиками-модуля-
ми упругости и пределами прочности. Данные по проч-
ности льда при его сжатии в достаточном объеме иссле-
дованы и обобщены [3]. Определить прочность льда 
при растяжении технологически гораздо труднее и они 
носят единичный характер.

В реальности лед является упруго-пластичным те-
лом, а его поведение под нагрузкой описывается нели-
нейной диаграммой напряжений. В отличие от металлов, 
доступные диаграммы напряжений льда сводятся к от-
дельным диаграммам сжатия. Деформирование льда 
зернистой структуры сходно с деформированием мерзло-
го влажного песка, являющегося основанием сооружений 
на Севере [4]. Попытка решения части этих проблем осу-
ществлена авторами в данной работе.

Цель и задачи исследования
Разработка математических моделей поведение льда 

под нагрузкой, в виде описания диаграмм напряжений, 
является актуальной для решения задач упруго-пластич-
ного деформирования льда. Для их решения необходимо 
последовательно: 

—  разработать математическое описание диаграмм 
напряжений упруго-пластичного льда: зависимости на-
пряжений от величины деформации в общем виде;

—  выявить основные свойства и взаимосвязь эле-
ментов диаграмм: провести их математический анализ;

—  теоретически ликвидировать «пробел» в отсут-
ствии диаграмм напряжений при растяжении льда, то есть 
получить численные характеристики процесса растяже-
ния для использования в математической модели диа-
граммы напряжений.

Этим в совокупности и в частностях определяется 
новизна представляемой работы.

Существуют различные теоретические модели де-
формирования льда под нагрузкой [5]. С инженерной 
точки зрения наиболее достоверно использовать в рас-
четах диаграммы напряжений, полученные в результате 
испытаний образцов льда на растяжение и сжатие. Ти-
пичный вид диаграммы приведен на рис. 1, без конкрет-
ной привязки к виду деформаций и знаку напряжений.

Лед является упруго-пластичным телом с хрупким 
характером разрушения при достижении предельной от-
носительной деформации εpi. В отличии от металлов 
на диаграмме σi—εi отсутствует площадка текучести. 
Предел прочности σpi является одновременно и пределом 
временного сопротивления. Упругие характеристики 
льда определяются модулем Юнга (упругости) Eю и се-
кущим модулем на момент разрушения Ei. Последний 
принято называть модулем деформации [6] по аналогии 
с механикой грунтов в строительстве [4]. Отношение мо-
дулей (Ei/Eю) является характеристикой пластичности 
льда, т. к. при их совпадении Ei/Eю = Eю/Ei = 1 лед ведет 
себя чисто упруго вплоть до разрушения и диаграмма 
приобретает вид отрезка прямой с угловым коэффици-
ентом Eю, а с уменьшением отношения (Ei/Eю) увеличи-
ваются пластичные свойства льда. Полностью упругая 
деформация льда возможна для призматического 
при очень низких температурах. Лавров В. В. в работе 
[6] отмечает, что при растяжении высокотемпературного 
льда возможен упруго-пластичный характер его разру-
шения с характерной диаграммой, отличной от показан-
ной на рис. 1. Площадь диаграммы напряжений опреде-
ляет работу внешней нагрузки при разрушении единицы 
объема образца льда.

В отношении ориентации выпиленных из льда об-
разцов и соответствующего приложения нагрузки лед 
обладает сильной анизотропией [5, 7]. В данной работе 
конкретные механические характеристики указаны 
для образцов с гранями параллельными поверхности 
и горизонтально ориентированными напряжениями в них. 
Традиционно в характеристиках льда индекс i = 1 отно-
сится к сжатию, а индекс i = 2 к растяжению.

Аналитические модели диаграмм напряжений. 
Аффинность диаграмм

Простейшей моделью деформирования льда явля-
ется закон Гука σi = Eюεi. В дальнейшем его пытались ви-
доизменить, заменив Eю на соответствующие значения 
Ei. Другим простейшим вариантом является предложение 
об использовании степенной зависимости σ = εn [8]. Ав-
торами предлагалась модель в тригонометрическом виде 
[9], но она не отражает всего многообразия видов диа-
грамм для всех диапазонов значений Ei/Eю.

Математическая модель диаграммы напряжений 
σi (εi) должна соответствовать условиям:
—  начальному
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Рис. 1. Диаграмма напряжения льда σi(εi)  

Fig. 1. Ice stress diagram σi(εi) 
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Так как σi (εi) функция монотонная, то производная 

d

d
i

i

�
�

 плавно изменяется от значения Ею при εi = 0 до како-

го-то, гораздо меньшего, d

d
i

i
pi

�
� µ � 0.  Пределом является 

условие

	 lim .
µ µ µ

i pi
pi

d

d
i

i
�

�
�
�

0 � (3)

Диаграммы σi (εi), как математические зависимости, 
относятся к классу аналитических функций. Важнейшим 
их свойством является возможность представления (раз-
ложения) в степенные ряды [10]. Условию (1) отвечает 
формула структуры
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вию (2) и напряжения будут равны
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Рис. 2. Безразмерные диаграммы относительных напряжения 
при сжатии и растяжении (Eю/E1 = 8) льда

Fig. 2. Dimensionless diagrams of relative stresses during ice 
compression and stretching (Eю/E1 = 8)
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Рис. 3. Диаграммы напряжений: а — при сжатии зернистого (1 — Т = –9 °C; s = 1,7 ‰; 2 — Т = –2,8 °C; s = 1,2 ‰);  

б — конжеляционного (3 — Т = –9 °C; s = 1,95 ‰; 4 — Т = –3,8 °C; s = 1,65 ‰) [7];  
в — растяжении поликристаллического пресноводного льда [8]

Fig. 3. Stress diagrams: a — during compression of granular ice (1 — Т = –9 °C; s = 1.7 ‰; 2 — Т = –2.8 °C; s = 1.2 ‰);  
б — congelation ice (3 — Т = –9 °C; s = 1.95 ‰; 4 — Т = –3.8 °C; s = 1.65 ‰) [7]; в — tension of polycrystalline freshwater ice [8]
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s = 1,7‰; 2 – Т = –2,8 °С; s = 1,2‰); б – конжеляционного (3 – Т = –9 °С;  
s = 1,95‰; 4 – Т = –3,8 °С; s = 1,65‰) [7]; в – растяжении поликристаллического 

пресноводного льда [8] 
Fig. 3. Stress diagrams: a – during compression of granular ice (1 – Т = –9 °С;  

s = 1.7‰; 2 – Т = –2.8 °С; s = 1.2 ‰); б – congelation ice (3 – Т = –9 °С; s = 1.95‰;  
4 – Т = –3.8 °С; s = 1.65‰) [7]; в – tension of polycrystalline freshwater ice [8] 

 

Анализ форм диаграмм напряжений позволяет предложить и эмпирическую 

формулу для их описания 

  2 2
εσ ln( 1).
ε
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i
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p

C C= +                                             (7) 

Условие для касательной в начале деформирования льда (1) позволяет 

определить постоянную С2 в (7) и свести зависимость σi(εрi) к виду 

Показатель степени 0 ≤ n < 1. Значение его верхнего 
предела n = 1 определено из того, что при полиноме вто-
рой степени, условие монотонности для σi (εi) будет со-
блюдаться только при значении отношения модулей 
Ei/Eю > 0,5. Предельное условие (3) приводит к следующим 
значениям показателя
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При минимальном Eю/Ei ~ 1,5 для сжатого упру-
го-пластичного льда, значение n = 2 > 1. Это заставляет 
ограничиться только первым членом разложения n (Ei/Eю) 
и принять

n
E

E
i≈

Ю

.

Окончательно, аналитическое представление функ-
ции напряжений (диаграммы) сводится к виду
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Или в безразмерном виде
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Безмерные диаграммы σ
σ

i

рi

 для отдельных значений 

отношении Eю/Ei приведены на рис. 2.
Функции (5) и (6) являются монотонными с посте-
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изменяется от 0,5 при упругом сжатии до ~0,75 при силь-
ной пластичности растянутого конжеляционного льда.

Диаграммы напряжений при сжатии образцов 
из припайного льда Антарктиды и растяжения поликри-
сталлического пресноводного льда показаны на рис. 3.

Анализ форм диаграмм напряжений позволяет пред-
ложить и эмпирическую формулу для их описания

	 �
�
�i
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p

C C
i

� �2 2 1ln( ). � (7)

Условие для касательной в начале деформирования 
льда (1) позволяет определить постоянную С2 в (7) и све-
сти зависимость σi (εрi) к виду
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Неопределенный коэффициент С2 определяется 
из условия (3) для диаграммы, как

	 E

E
C C

i

Ю
2 2 1� �ln( ). � (9)

Результаты графического решения условия (9) пред-
ставлены в табл. 1.

Таблица 1
Коэффициент C2 в зависимости (7)

Table 1
Coefficient C2 depending on (7)

Eю/Ei 1 1,5 2 2,5 3 4 5 7 9 10

С2 0 1,05 2,6 4,16 5,7 9,2 13,4 21,85 31,2 36,1

Результаты аппроксимации приводят к следующим 
линейным зависимостям:

C E Ei2 3 1 1 13� �, ( , )Ю  для  E EiЮ ∈( , ; );1 5 4

C E Ei2 4 5 2� �, ( )Ю  для  E EiЮ ∈( ; ).4 12

Сравнительный анализ диаграмм напряжений (см. 
рис. 3 а, б) свидетельствует, что они обладают свойством 
аффинности. Это дает возможность перестраивать (пе-
ресчитывать) исходную диаграмму σi (εi) в искомую σ’ i 
(ε’i) для льда идентичной структуры и вида деформаций. 
Для перестроения, получения новых значений σ’ i (ε’ i) 
используются формулы пересчета:

	 � � �i ik� �  и  � � �i ik� � , � (10)
где коэффициенты пересчета равны
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Последнее приближенное выражение для kε удобно 
использовать в аналитических методах. Аффинное пе-
рестроение, выполненное для зернистого (рис. 3, а) и кон-
желяционного (рис. 3, б) показало правомерность пред-
лагаемого аффинного способа получения «новых» диа-
грамм напряжений при ограниченном числе исходных 
данных.

Из свойства аффинности следует:
—  диаграммы напряжений льда одинаковой струк-

туры и вида деформаций, описываемые в безразмерной 
форме (6) или (8) будут близкими по значениям;

—  отношение модулей Eю/Ei = (Ei/Eю) –1 = const в до-
вольно широком диапазоне значений температур 
T < –6 °C. В этом случае безразмерные диаграммы будут 
едиными для всего низкотемпературного льда.

Последнее свойство постоянности Eю/Ei, как пока-
зано далее, значительно упрощает расчеты напряженно-
го состояния льда. Согласно данным рис. 3, характерны-
ми диапазонами значений отношений модулей E1/Eю 
при сжатии будут: 0,5…0,6 для зернистого и 0,3…0,4 
для конжеляционного льда.

Прогнозирование диаграммы напряжения льда 
при растяжении

Значительной проблемой изучения напряженного 
состояния льда является отсутствие диаграмм напряже-
ния для случая его растяжения. Актуален вопрос о воз-
можности пересчета диаграммы σ2 (ε2) с диаграммы сжа-
тия σ1 (ε1) аналогичного льда.

Упруго-пластичные деформации разделяются 
на упругие, являющиеся термодинамически обратимыми 
и неупругие (пластичные), когда процесс деформации 
полностью необратим [5]. Работе упругих сил отвечает 
часть площади диаграммы напряжения S (см. рис. 1), 
определяемая остаточной деформацией. Эта площадь 
отсекается вертикальной прямой, проходящей через аб-
сциссу εрi (1 – Ei/Eю), полученную как точку пересечения 
прямой, параллельной касательной к диаграмме в ее на-
чале и осью деформаций Оεi. В теоретической механике 
показано, что работы сил упругости при сжатии и растя-
жении равны [13]. Строго говоря, равенство работ отно-
сится к истинным диаграммам напряжений, откоррек-
тированным с учетом изменения поперечного сечения 
образцов льда в процессе их нагружения. Пренебрежение 
изменением сечения приводит к погрешностям в опре-
делении модуля деформации, не превышающим 1…2 %. 
Это позволяет заключить, что и соответствующие пло-
щади S «неисправленных» диаграмм растяжения и сжа-
тия будут равны:
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По исходной диаграмме, например, сжатия σ1 (ε1) — 
отсеченная площадь S определяется непосредственно 
планиметрией. Для искомой диаграммы интегралы в (12), 
определяющие площади S, получим из аналитического 
представления (5):
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Умножив интеграл на модуль Eю и учтя, что дефор-
мация εрi = σрi/Ei), получим:

E d

E

E E

Ei i

E E p
i i

pi i i

Ю

Ю

Ю

Ю

� �
��

� �
�

�

�
�

�

�
�
� � �

�

�
�

�

�
�

�

�
0

1
2

2

1

2
1 1 0 5

( )

,

�� �

�
�

�
�

�

�
�

�

�
�
�

�

�





1 1

1
E

E
i

E Ei

Ю

Ю

.

Вычисления показывают, что в  диапазоне  
Eю/Ei = 4,5…16 функция:
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Для диапазона Eю/Ei = 1,5…5 зависимость квадратич-
ная:
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При упругой деформации льда при сжатии (Eю/Е1 = 1), 
площадь S определяется полной площадью диаграммы 
напряжений:
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В результате, при растяжении высокотемпературно-
го зернистого льда с σр1/σр2 < 2,5 и конжеляционного 
с σр1/σр2 ~ 1,5 равенство (12) сведется к виду:
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Или к виду, при определении относительной площа-
ди S S p p� �0 5

1 1, � � непосредственно с диаграммы σ1 (ε1):
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При больших значениях отношения пределов проч-
ности искомое отношение модулей имеет вид:
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или с использованием S  с диаграмм:
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Рис. 4. Зависимость отношения упругих модулей  
при растяжении льда от отношения пределов  

прочности σр1/σр2 для отдельных значений Eю/Е1

Fig. 4. Dependency of the ratio of elastic moduli during ice 
stretching on the ratio of ultimate strength σр1/σр2 for individual 

values Eю/Е1

 
 

Рис. 4. Зависимость отношения упругих модулей при растяжении льда  
от отношения пределов прочности σр1/σр2   для отдельных значений Eю/Е1 

Fig. 4.  Dependency of the ratio of elastic moduli during ice stretching on the ratio  
of ultimate strength σр1/σр2   for individual values Eю/Е1 

 

 

 
Рис. 5. Отношение пределов прочности припая о. Сахалин [10] 

Fig. 5. Strength ratio of fast ice on Sakhalin Island [10]  
 

При чисто упругом деформировании сжимаемого 
льда отношение модулей диаграммы растяжения
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численные по формулам (15), (13) и (14), для характерных 

значений E
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1

 = 1, 1,2 и 3, приведены на рис. 4.

Для использования (13), (14) и (15) необходимо зна-
ние предела прочности льда при растяжении σр2. Пред-
ставление об отношении пределов прочности σр2/σр1 дают 
экспериментальные данные, приведенные на рис. 5. Они 
получены на припае о. Сахалин в январе-марте на гори-
зонтах 15, 30 и 40 см без разделения по кристаллическим 
структурам [14].

Конкретизация отношения модулей Eю/Е1 позволяет 
определить соответствующее отношение предельных 
относительных деформаций льда:
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Результаты соответствующих расчетов с использо-
ванием зависимостей, показанных на рис. 4, приведены 
на рис. 6.

Анализ зависимостей приводит к следующим фор-
мулам:
—  для зернистого льда
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Разработанные способы аффинного перестроения 
и прогнозирования эпюры напряжений льда при растя-
жении, в принципе, позволяют в два этапа получить па-
раметры искомой эпюры. А затем, конкретизировать ее 
в графическом или аналитическом виде с использовани-
ем реологических моделей (5) или (8). Необходимо заме-
тить, что предложенные способы преобразования исход-
ных диаграмм напряжений, позволяет решить обратную 
задачу: по исходной диаграмме растяжения спрогнози-
ровать диаграмму напряжения при сжатии льда.

Алгоритмы прогнозирования диаграммы 
напряжений σ2 (ε2) при растяжении льда
1.	Искомой диаграммой для расчетов является диа-

грамма напряжений σ1 (ε1) льда конкретной кристалли-
ческой структуры.

2.	По диаграмме σ1 (ε1) определяются ее параметры 
σр1, εр1, модули Eю, Е1, и их отношения Eю/Е1 и E1/Ею.
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3.	Для диаграммы напряжений при сжатии с новыми 
значениями температуры T и солености льда S задаются 
новые значения σ’рi и E’ю.

4.	Аффинным способом с помощью коэффициентов 
kσ и kε, определяемых согласно (11) по формуле (10), рас-
считываются абсциссы и ординаты новой диаграммы 
сжатия σ’ i (ε’ i).

5.	Общепринятым способом определяется (задается) 
предел прочности льда при растяжении σр2; подстановка 
значений (σ’р1/σр2) и (E’ю/Е’1) в одну из формул (13), (14) 
или (15) позволяет определить отношение модулей E’ю/
Е2 и обратное отношение Е2/E’ю.

6.	Производится расчет искомой диаграммы напряже-
ний для случая сжатия льда по структурным зависимостям 
(5) или (8) с определением коэффициента С2 с помощью 
табл. 1. Диаграмма напряжений изображается графически.

7.	При неизменности температуры T и солености 
льда S пункты 3 и 4, связанные с аффинным перестро-
ением диаграмм напряжения при сжатии льда, опуска-
ются.

Выводы
Приведенные аналитические методы достаточно до-

стоверно и полно описывают напряженное состояние 
небольших образцов льда для простейших видов дефор-
маций: сжатия и растяжения. При сложном виде дефор-
мации — упруго-пластичном изгибе льда необходимы 
дополнительные исследования, связанные с разработкой 
реологических моделей для деформаций в зонах растя-
жения ε1 и сжатия ε2. Усложняет картину процесс поэтап-
ного разрушения поля льда при изгибе из-за образования 
системы радиальных и кольцевых трещин [15, 16, 17].

Рис. 6. Соотношение предельных деформаций льда
Fig. 6. Limit ice deformation ratio

Рис. 5. Отношение пределов прочности  
припая о. Сахалин [10] 

Fig. 5. Strength ratio of fast ice on Sakhalin Island [10]

 
 

Рис. 4. Зависимость отношения упругих модулей при растяжении льда  
от отношения пределов прочности σр1/σр2   для отдельных значений Eю/Е1 

Fig. 4.  Dependency of the ratio of elastic moduli during ice stretching on the ratio  
of ultimate strength σр1/σр2   for individual values Eю/Е1 
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 Анализ зависимостей приводит к следующим формулам: 

– для зернистого льда  
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– для конжеляционного 
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= +  

– при чисто упругом сжатии льда 
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Ю
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p
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= +  

 Разработанные способы аффинного перестроения и прогнозирования эпюры 

напряжений льда при растяжении, в принципе, позволяют в два этапа получить 

параметры искомой эпюры. А затем, конкретизировать ее в графическом или 

аналитическом виде с использованием реологических моделей (5) или (8). 
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