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Работа посвящена решению краевой задачи стационарной теплопроводности. В ней рассматривается вопрос 
о распределении температурного поля внутри бесконечной пластинки с цилиндрическим включением при гра-
ничных условиях первого и третьего рода. Решение находилось с помощью применения преобразования Вебе-
ра — Орра для исходной функции, что показывает новые подходы к решению краевых задач теплопроводности. 
В результате были получены выражения для определения температурного поля пластины и теплового потока 
к цилиндрическому включению, содержащие функции Бесселя нулевого порядка. Полученный результат позволяет 
решать задачи по определению термопрочности стеклянных элементов электровакуумных приборов со стерж-
невыми включениями в виде кругового цилиндра, а также при определении теплового потока к электрическому 
кабелю от кабельной проходки при пожаре.
Ключевые слова: теплообмен, температурное поле, пластинка, цилиндрическое включение, теплопроводность, инте-
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The paper presents solving the boundary value problem of stationary thermal conductivity. It deals with the distribution of 
the temperature field inside an infinite plate with a cylindrical inclusion under boundary conditions of the first and third 
kind. The solution was found by applying the Weber — Orr transform to the original function, which shows new approaches 
to solving boundary value problems of thermal conductivity. As a result, the equations were obtained for determining 
the temperature field of the plate and the heat flux to the cylindrical inclusion containing zero-order Bessel functions. 
The result obtained allows to solve the problems of determining the thermal resistance of glass elements of electrovacuum 
devices with rod inclusions in the form of a circular cylinder, as well as in determining the heat flow to an electric cable 
from a cable duct in case of fire.
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Введение
В настоящее время особую актуальность приобре-

тают работы, направленные на обеспечение оптимальных 
режимов охлаждения теплонагруженных элементов раз-
личных устройств и разработку новых видов эффектив-
ных тепловыделяющих поверхностей [1]–[7]. Обеспече-
ние оптимальных режимов охлаждения теплонагружен-
ных элементов различных устройств и разработка новых 
видов эффективных тепловыделяющих поверхностей 
связаны с использованием различных методов охлажде-
ния, расчётом тепловых режимов и выбором материалов 
для создания тепловыделяющих элементов. Эти задачи 
актуальны, например, в радиоэлектронных устройствах 
и силовой электронике.

Отдельно можно выделить двумерные задачи тепло-
проводности [8]–[15]. Для расчета температурных полей 
в тонких пластинах используют численные методы, на-
пример методику конечных разностей (метод сеток). 
Дифференциальное уравнение теплопроводности при 
этом заменяется системой алгебраических уравнений, 
начальное и граничные условия — разностными началь-
ными и граничными условиями для сеточной функции. 
Также для описания процессов теплопередачи в тонких 
пластинах могут использоваться аналитические, графи-
ческие, экспериментальные методы. Подобные задачи 
обычно возникают при описании процессов теплопере-
дачи в тонких пластинах, а также в пластинчатых тепло-
обменниках. Данные теплообменники применяются 
в разных сферах, например, в пищевой промышленности 
для охлаждения продуктов и пастеризации. Конструкции 
пластинчатых теплообменников достаточно разнообраз-
ны. Каждая конструкция имеет свои достоинства и не-
достатки, поэтому выбор оптимального варианта необ-
ходимо производить исходя из конкретных условий ра-
боты теплообменного аппарата и требований, предъяв-
ляемым к габаритам, надежности и стоимости данного 
оборудования.

Актуальность данной статьи заключается в том, что 
изучение термопрочности стеклянных элементов элек-
тровакуумных приборов со стержневыми включениями 
в виде кругового цилиндра возникает задача определения 
теплового потока к включению. Аналогичная задача воз-
никает при определении теплового потока к электриче-
скому кабелю от кабельной проходки при пожаре. Кон-
структивные особенности кабельных проходок (строи-
тельные материалы, средства огнезащиты, количество 
и вид кабельной продукции) влияют на их огнестойкость 
и пожарную опасность [16]–[20]. Решение такой задачи 
сопряжено с рядом математических трудностей [21]–[26]. 
В связи с этим представляет интерес математическое 
моделирование механизма распространения тепла меж-

ду элементами кабельных изделий и конструкций ка-
бельных проходок при тепловом воздействии пожара.

Целью данной работы является исследование тепло-
обмена внутри бесконечной пластинки с цилиндрическим 
включением при заданных граничных условиях. Задача-
ми исследования было применение к решению преобра-
зования Вебера — Орра для исходной функции.

Научная новизна исследования заключается в том, 
что в работе применяется преобразование Вебера — 
Орра.

В данной работе рассматривается стационарный 
процесс. С помощью применения преобразования Вебе-
ра — Орра, а также методов интегрирования по частям 
и дифференцирования задача была решена аналитически.

Постановка задачи
Рассмотрим бесконечную пластинку с круговым 

отверстием, на поверхности которого r = R задана темпе-
ратура tR (z) (рис. 1).

Граничные условия при z = 0 и z = h заданы следую-
щим образом:
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где λ — коэффициент теплопроводности пластины; α1 — 
коэффициент теплоотдачи нижней поверхности пласти-
ны; α2 — коэффициент теплоотдачи верхней поверхности 
пластины.

Данные граничные условия однородны, так как пред-
полагается, что решение задачи стационарной теплопро-
водности без включения известно и находится только до-
полнительное слагаемое, вызванное самим включением.

Построение решения задачи
Для решения поставленной задачи воспользуемся 

формулой Вебера — Орра, выражающей интегральное 
представление произвольной функции [3]:
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где Jv (x) и Yv (x) — функции Бесселя; v, ω и θ — веще-
ственные параметры.

Эта формула имеет место, если интеграл
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сходится [27]. В случае решения осесимметричных задач 
принимается v = 0.

Интегральная формула Вебера — Орра может быть 
представлена в виде двух равенств. Обозначим
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Рис. 1. Бесконечная пластинка с круговым отверстием

Fig. 1. Infinite plate with circular hole
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Тогда

	
∞

= ω ω ω ω∫ 1

0

( ) ( , ) ( ) ,f r K r f d � (7)

где

	
[ ] [ ]

ω⋅ ⋅ω − ⋅ω ω⋅
ω =

⋅ω + ⋅ω
0 0 0 0

1 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) .

( ) ( )

J r Y R J R Y r
K r

J R Y R
� (8)

По аналогии с [28] функция ω( )f  называется преоб-
разованием Вебера — Орра исходной функции f (r). Фор-
мула (7), выражающая функцию f (r) через ее преобразо-
вание Вебера — Орра, называется формулой обращения 
для преобразования Вебера — Орра.

Для решения поставленной задачи необходимо ре-
шить уравнение теплопроводности
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При нахождении решения уравнения (9) необходимо 
учесть граничные условия (1) и (2), а также граничное 
условие для температуры
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Далее применим метод интегрирования по частям 
к правой части с учетом вышесказанного, получим
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Из выражения [27] следует, что

	
=

∂ ω
− = −

∂ π
( , ) 2

.
r R

K r
r R

� (14)

Тогда окончательно получим

	 = − −ω
π

2
0

2
( ) ,I t z t � (15)

где

	
∞

= ω∫
0

( , ) ( , ) .t K r t r z rdr � (16)

При проведении преобразований предположим, что
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После применения интегрального преобразования 
(16) к уравнению (11) получим дифференциальное урав-
нение
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Решение этого уравнения с граничными условиями 
(1) и (2) имеет вид
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Температура t (r, z) определяется по формуле
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Отсюда, с учетом (14), применяя закон Фурье найдeм 
тепловой поток к цилиндрическому включению
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Анализ полученного решения

Итак, решение поставленной задачи сведено к вы-
числению несобственного интеграла. При его вычисле-
нии можно воспользоваться асимптотическими форму-
лами для нахождения значений функции Бесселя нуле-
вого порядка [29]–[33]:
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Выводы
1. В настоящей работе была решена задача о распре-

делении температурного поля внутри бесконечной пла-
стинки с цилиндрическим включением при граничных 
условиях первого и третьего рода.

2. Для решения поставленной задачи была исполь-
зована формула Вебера-Орра, выражающей интегральное 
представление произвольной функции. Решение постав-
ленной задачи сведено к вычислению несобственного 
интеграла.

3. В работе был показан новый подход к решению 
краевых задач теплопроводности.

4. Полученный результат позволяет решать задачи 
по определению термопрочности стеклянных элементов 
электровакуумных приборов со стержневыми включе-
ниями в виде кругового цилиндра, при определении те-
плового потока к электрическому кабелю от кабельной 
проходки, а также при исследовании закономерности 
теплообмена в кабельных проходках при тепловом воз-
действии пожара в зависимости от характеристик кабелей 
и кабельных проходок.
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